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Aufgaben zur vollstindigen Induktion
Wenn nichts anderes angegeben ist, dann gelten die Behauptungen fiir n € IN= {1;2;3;...}.
A)  Teilbarkeit:
1) n?+mn ist gerade (d.h. durch 2 teilbar).

n® + 2n ist durch 3 teilbar.

[\

4n® —n  ist durch 3 teilbar.

w

n® —n ist durch 6 teilbar.

I

2n3 + 3n2 +n ist durch 6 teilbar.

ot

n® — 6n? 4+ 14n ist durch 3 teilbar.

D

EN|

3™ — 3 ist durch 6 teilbar.

oo

n®+(n+1)2+ (n+2)® ist durch 9 teilbar.

727 — 97 st durch 47 teilbar.

=]

—
=}

5™ + 7 1ist durch 4 teilbar.

527 — 327 gt durch 8 teilbar.

—_
—_

237 4 13 ist durch 7 teilbar.

—_
[\

—_
w

1 <aelN: a"™—1 ist durch a — 1 teilbar.

n” —n ist durch 7 teilbar.

3nt+l 4 93n+l gt durch 5 teilbar.

—_
ot

3n° + 5n3 + 7n  ist durch 15 teilbar.

—
D

32" 4+ 7 st durch 8 teilbar.

I N N s s N N N N s N N N N N N N

n3 4+ 5n  ist durch 6 teilbar.

—_
oo

n* —4n? ist durch 3 teilbar.

—
=]

10" +3-4™+2 4+ 5 st durch 9 teilbar.

DO
(=)

[\]
—_

4™ + 15n — 1 ist durch 9 teilbar.

[\
[\

527 4 24n, — 1 ist durch 48 teilbar.

[\)
w

1171 4 1227=1 gt durch 133 teilbar.

[N}
=~

a € N: (2a—1)"—1 ist gerade.

[\)
(@)

a € N: a1+ (a+1)?""1 ist durch a® +a+1 teilbar.

a € N: a?>*t! —qa ist durch 6 teilbar.

DO
=2}
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B)

11)

12)

13)

14)
15)
16)
17)

18)
19)
20)
21)
22)
23)

24)

Summenwerte:

14+2+43+... +n="04D

2 2 2 2 _ n(n+1)-(2n+1)
P+2°+3" 4. +n"=——F5——

13428 433 4 4nd = DT gy
B+22 43+ +n8=(1+2+..+n)?

14420 4+34 4. +nt=

n-(n+1)-(2n+1)-(3n?+3n—1)
30

1+3+...+(2n—1)=n?

12432452+, +(2n—1)2= (2n—1)-2gw-(2n+1)

1+4+T7+...+@Bn—2) =201

34+7+11+...+(dn—-1)=2n2+n

14+244+4+8+... 42" =271 _1

1—|—q—|—qQ—|—...—i—q”:7:;:?;+1 bzw
2 -1 _ "—1
a+a-q+aqg +...+aq¢"" = a- qq_l

0 2 4 2(n—1)
I+5+ 5+ 5+ .+ 25— =(

[SUIIN
~—
3

12 -224 32 A (D) = (<)t D gy
12-22432— —2n)2+(2n+1)2=(n+1)- (Qn +1)  bzw.
—12 422 - 32 + 42 A @2n)?=n-2n+1)

1-242-3+...4+n-(n+1) = w02

-1 4+2-2143-3'+..4+n-nl=(n+1) -1 [esgilt: nl=1-2-3-...

1-2:342-3-443-4-54..4n-(n+1)-(n+2) = 2lntlt2) (s

1

1 1 1 1 1 1
—ets - tmaTmTaatae ot

==

I+3i+i4++555=2-1-3)
Tstastagt -t =y
1-2 2.3 34 . n-(n+1) n+1

1 1 _ n
tszt..t (2n—1)-(2n+1) ~ 2n+1

Gl
-
w
+
&l
-
(%28

5
1 1 1 1 _ n
Ta T 4.7 + 7-10 Tt (3n—2)-(3n+1) ~ 3n+1
1 1 1 1 _ . n
s tsstamt---t (4n—3)-(4n+1) ~— 4n+1

1 1 1 _ n
.0 T emem T T e e T T

4 4 4 _ n-(3n+5)
Taitss T T oam = Grh e

|~

1.5

w
l\')

4 4 4 4 _ (n+1)-(n+4)
T23togatsast---t (n+1)-(n+2)-(n+3) — (n+2)-(n+3)
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25)
26)
27)
28)
29)

30)

31)

2 32 _ n(n+1)
i3tistsr T - T (2n+1;LA(2n—l) - ;(QZH)

G+ +G) + o+ () =20 [eseilt: (}) = g wnd (

1 2 2
Ftomtmt...tae=2-5%

1-mn(3)+2-m(3)+3-n(3)+...+(n—1)-In(325) =n-In(n) — In(n!)

L4243y ponlon

n! n!

1-20 42224+ . 4n-2"=(n—-1)-2""1 42

(a+b)"=0b"+(7)-0"tal + (5) 0" a4+ ... 4 (,)",) bt a" " +a”

[ binomischer Lehrsatz] fiir a, b € R;n > 0

S+ () =2 (42 -1

Produktwerte:
4142 43 g = g (ntD)
-5 0-5-0-h 01 =1 firn>

-5 0-H-0-D..0-5H=4

Q=5 Q-5 15 (1—52) =5

(I4+5) - 1T+5%) T+ 1+5) (1+

I+ 57 U+ 35) U+ ) (L4 ) =

()2 ()2 (5)2- (52 ... (22 =134+22 433+ .. +0n®
(14+2)-(1+2)-1+2)-...-(1+2)=1+2+3+...4+n+(n+1)
Ungleichungen:

n?—2n—1>0 firn>3

1 1 1 1 13
Tt e T T oe oy T iy - =

1 1 1 1
1+n + 1+(n+1) +...+ 1+(3n—1) + 1+(3n) >1

2" >n+1 firn>2

2" >n? fiirn>5

2" >n3  fiir n > 10

L o O & PP e )

1 1 1 1 .
ﬁ-|-ﬁ—|——3—i—...—i—ﬁ>\/ﬁ fir n > 2

2L (@™ + ") > (a+b)" firn>2;a#b;a+b>0

)+ () ]

Z) ak.prFk
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10) n!>2" firn >4

11) A < Bl firn > 2

12) 1-2042.204+3.22+ .. +n-2""1>(n+1)-n? firn>5
13) 1+ +3+5+2+.. . +52>1+2

14) n-y/n > n++/n firn>3

15) 11-22.3%. . .pn < =5

1 2 .
2f ERV e nﬁ<3_ﬁ firn > 2

17) A4+2)">14+n-z firz>-1; 2#0

16) 14 1= + +

18) 14+2)"<1+(2"—1)-2 fir0<z<1
E) (Rekursive) Folgen:
1) a1 =2; apy1 =2 — —n ; dann gilt: a, = "T'H

2) a1 =2; ap = ap_1+n-2"; danngilt: a, = (n—1) -2 42

3) a1 =2 an+1:%-(2+ai); dann gilt: %gan§2

4) a1 = \/5; Gn+1 = V24 a, ; dann gilt: a, <2

5) Fiir die Glieder der Fibonacci-Folge Fy =1; Fh =1; F,41 = F, + F,,—1 gilt:

)1+ +F+...+F,=F,
b) FE+F;+...+F?=F, F,1
) Frin = Fooe1 - Fy 4 Fy - Fg
d) Fops1 = F2 + F2,,

e) Fi, 4=F2. F2+3+4 F2 - F2,
D F2 4 Py Fus = P2y = (o1
8) Fry1-Fooy — Fi=(—1)"

o

F)  Ableitungen:

1) Fir f(z) = e® 0 gilt:  f(") () = g™ - 2o +?

2) Fiir f(z) = (e® —t)? gilt: f)(x) =27 €2* —2t-¢”

3) Fiir f(z) = (x+2) ¢ gilt: fM(z) = (=1)" - (x+2—n)-e”
4) Fir f(z) =22 e gilt: fM(z) = (224 2nz + n(n —1)) - e®

5) Fiir f(z) =In 2 gilt: [ (2) = (=1)""1 - (n = 1)! 557 + (n—

6) Fir fo(z) =27 gilt: fl(z)=-n-27"!
7) Fir flo) = by gl f0(@) = (-1 e

8) Fiir f(z) = 5% gilt: f0V(2) = (-1)""" 20l —gpr

9) Fiir f(z) =sinh(a-z) gilt: f@"(z) = a*" -sinh (a - z) [ sinh(z) =

10) Fiir f(z) =sin(a-z) gilt: fC(z) = (=1)"-a®" -sin(a - )

|
! g

e* 726_2 ]
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G) Sonstiges:
1) Zeige: n Elemente kann man auf 1-2-3-...-n =n! verschiedene Arten anordnen.

2) Wieviele Diagonalen gibt es in einem ebenen, konvexen n-Eck?

. . (n=3) 1
Zeige: es gibt ““5— Diagonalen.

3) Eine Gerade zerlegt die Ebene in zwei Gebiete.
In wieviele Gebiete kann die Ebene durch n Geraden hochstens zerlegt werden?

Zeige: man kann die Ebene in hochstens % Gebiete zerlegen.

4) Wie gro$ ist die Summe der Innenwinkel in einem n-Eck?
Zeige: die Winkelsumme in einem konvexen n-Eck ist (n — 2) - 180°.

5) Wieviele Elemente enthilt die Potenzmenge einer n-elementigen Menge?

Zeige: die Potenzmenge enthilt 2" Elemente.

6) Zeige das ,,Schubfachprinzip”: Werden n Objekte in k Facher gegeben, wobei k < n ist,
dann enthélt mindestens eines der Facher mehr als eines der Objekte.

7) pteilt nP~! — 1, wenn p prim ist und ggT(n,p) = 1 gilt (sogenannter , kleiner Fermat”).

8) Zeige 1010...1010(9) =
Dabei steht die Zifferngruppe 10(2) genau n-mal hintereinander (im Zweiersystem).

2-(4"—1)
3

9) Zeige: mit der Matrix

1 1 0
A= 0 1 1
0 0 1
gilt:
n-(n—1
1 n (2 )
A" =AeAe...eA=| 0 1 n
—_—
n Stiick 0 0 1
10) Zeige: mit der Matrix
10 0
A= 0 0 1
0 1
gilt:
1 0 0
A"=AeAe...eA=| 0 1“;1): 1*;1):
n Stiick 0 =Gt HGD
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11) Zeige: mit der Matrix

1 -1 1
A= -1 1 -1

1 -1 1

gilt:
A" =AeAe...e A = 3"L.
—_
n Stiick
12) Seien x1, 3, ..., Tpn—1, n > 0 positive reelle Zahlen mit zq - a9 - - - -

Zeige: Dann gilt 1 + a2 + ... + xp—1 + x, > n.

“Tp_1- Ty = 1.
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Aufgaben zur vollstandigen Induktion — Beweise
A. Teilbarkeit

A1: n?’+n isteine gerade (d. h. durch 2 teilbare) Zahl fiir alle n 2 0

Induktionsanfang: n =0: 0° + 0 = 0 ist eine gerade Zahl

Induktionsvoraussetzung: Es gelte die Induktionsvoraussetzung: n® + n ist eine gerade Zahl

Zu zeigen: Die Behauptung gilt auch fir (n+1), also zu zeigen:
(n+1)? + (n+1) ist eine gerade Zahl.

Beweis des Induktionsschlusses:

(n+1)?+ (n+1l)=n*+2n+1+n+1
=n*+3n+2
= (n%+n) + (2n+2)
= (n%+n) + 2(n+1)

ist eine gerade Zahl, weil der erste Summand gerade ist nach Induktionsvoraussetzung und
der zweite Summand ein ganzzahliges Vielfaches von 2 ist.

Bei allen folgenden Aufgaben werden lediglich noch der Induktionsanfang und der
Induktionsschluss aufgeschrieben. Auf das nochmalige Aufschreiben der
Induktionsvoraussetzung wird verzichtet, da das Prinzip immer das gleiche ist.

A 2: n®+2nistdurch 3 teilbar fiir alle n 2 0

Induktionsanfang: n = 0: 0% + 2.0 = 0 ist durch 3 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

(n+1)*+2(n+1)=n®+3n*+3n+1+2n+2
=n®+3n°+5n+3

(n®+ 2n) + (3n% + 3n + 3)

=(n*+2n) + 3(n*+n+ 1)

ist durch 3 teilbar, da der erste Summand durch 3 teilbar ist nach Induktionsvoraussetzung
und der zweite Summand ein ganzzahliges Vielfaches von 3 ist.
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A 3: 4n®—n st durch 3 teilbar fur allen >0

Induktionsanfang: n = 0: 4-0° — 0 = 0 ist durch 3 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

4(n+1)* - (n+1) =4(*+3n’+3n+1)-n-1
=4n*+ 12n’+ 12n+4-n-1
=4n®+12n° + 11n + 3
=4n*—n+12n>+12n + 3
= (4n®*—n) + 3(4n*+ 4n + 1)

ist durch 3 teilbar, da der erste Summand durch 3 teilbar ist nach Induktionsvoraussetzung
und der zweite Summand ein ganzzahliges Vielfaches von 3 ist.

A 4: n®—nistdurch 6 teilbar fur allen >0

Induktionsanfang: n = 0: 02 — 0 = 0 ist durch 6 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

(n+1)°* - (n+1)=n*+3n*+3n+1-n-1
=n®+3n%+2n
=n*-n+3n°+3n
= (n* - n) + 3n(n+1)

Der erste Summand (n® — n) ist durch 6 teilbar nach Induktionsvoraussetzung.

Der zweite Summand 3n(n+1) ist durch 3 teilbar und durch 2 teilbar, da entweder n oder die
darauf folgende natirliche Zahl (n+1) eine gerade Zahl ist. Ist aber eine Zahl durch 2 und
durch 3 teilbar, dann ist sie auch durch 6 teilbar.

Da beide Summanden durch 6 teilbar sind, muss auch die Summe durch 6 teilbar sein.

A5 2n®+3n%+nistdurch 6 teilbar fur allen>0

Induktionsanfang: 2-0° + 3-02 + 0 = 0 ist durch 6 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

2(n+1)® + 3(n+1)? + (n+1) = 2(n®+ 3n®+ 3n + 1) + 3(n®+ 2n + 1)+ (n + 1)
=2n*+6n°+6n+2+3n°+6n+3+n+1
=2n*+9n’+13n + 6
=2n*+3n’+n+6n°+12n+6
=(2n®+3n°+n) + 6(n°+2n + 1)

ist durch 6 teilbar, da der erste Summand durch 6 teilbar ist nach Induktionsvoraussetzung
und der zweite Summand ein ganzzahliges Vielfaches von 6 ist.
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A 6: n®—6n%+14n ist durch 3 teilbar fiir alle n > 0

Induktionsanfang: n = 0: 0% - 6-:0° + 14-0 = 0 ist durch 6 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

(n+1)% - 6(n+1)% + 14(n+1) = (n®+ 3n®+ 3n + 1) - 6(n°+ 2n + 1) + 14(n + 1)
=n*+3n’+3n+1-6n*-12n-6+ 14n + 14
=n®-3n+5n+9
=n*-6n°+14n+3n°-=9n + 9
= (n*- 6n°+ 14n) + 3(n*- 3n + 3)

ist durch 3 teilbar, da der erste Summand durch 3 teilbar ist nach Induktionsvoraussetzung
und der zweite Summand ein ganzzahliges Vielfaches von 3 ist.

A7: 3"-3istdurch 6 teilbar fur alle n > 1

Induktionsanfang: 3! — 3 = 0 ist durch 6 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

3™ _3=33"-3
=23"+3"-3
=(2-3") + (3"-3)
=(2-3:3"1 + (3"-3)
= (6-3"1) + (3"-3)

ist durch 6 teilbar, da der zweite Summand durch 6 teilbar ist nach Induktionsvoraussetzung
und der erste Summand ein ganzzahliges Vielfaches von 6 ist (wegen n > 1 ist 3" eine
ganze Zahl).

A8: n®+(n+1)%+ (n+2)%ist durch 9 teilbar fiirn>0

Induktionsanfang: n = 0: 0% + 1% + 2° = 9 ist durch 9 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

(n+1)® + (n+2)® + (n+3)% = (n+1)® + (n+2)> + n®> + 9n? + 27n + 27
=n®+ (n+1)® + (n+2)% + 9n? + 27n + 27
=[n® + (n+1)% + (n+2)*] + 9(n® + 3n + 3)

ist durch 9 teilbar, da der erste Summand durch 9 teilbar ist nach Induktionsvoraussetzung
und der zweite Summand ein ganzzahliges Vielfaches von 9 ist.
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A9: T7?"_-2" ist durch 47 teilbar firn>0

Induktionsanfang: n = 0: 7° — 2° = 0 ist durch 47 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

72(n+1) _ 2n+1 — 72n+2 _ 2n+1
- 72”_72 _ 2”_21
= 49.7"" - 2.2"
=49.7°" —49.2" + 47.2"
= 49(7"" = 2") + 47.2"

ist durch 47 teilbar, da der erste Summand ein ganzzahliges Vielfaches der
Induktionsvoraussetzung ist (das 49-fache) und der zweite Summand ein ganzzahliges
Vielfaches von 47 ist.

A 10: 5" + 7 ist durch 4 teilbar fiirn >0

Induktionsanfang: n = 0: 5° + 7 = 8 ist durch 4 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

5" +7=55"+7

=45"+5"+7

=4.5"+(5"+7)
ist durch 4 teilbar, da der erste Summand ein ganzzahliges Vielfaches von 4 ist und der
zweite Summand durch 4 teilbar ist nach Induktionsvoraussetzung.

A 11: 52" — 32" ist durch 8 teilbar fiir alle n > 0

Induktionsanfang: n = 0: 5° — 3° =1 — 1 = 0 ist durch 8 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

52(n+1) _ 32(n+1) — 52n+2 _ 32n+2
= 25.5%" _ 9.3%"
=245 + 1.5 - 8.3" - 1.3%"
- (52” _ 32]’1) + 8(3_52” _ 32[1)

ist durch 8 teilbar, da der erste Summand durch 8 teilbar ist nach Induktionsvoraussetzung
und der zweite Summand ein ganzzahliges Vielfaches von 8 ist.

http://www.eMath.de


http://www.eMath.de

A 12: 2°" + 13 ist durch 7 teilbar fiir alle n > 0

Induktionsanfang: n = 0: 2° + 13 = 14 ist durch 7 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

23(n+1) + 13 — 23n+3 + 13
=8.2°"+13
=7.2%"+ (2" + 13)

ist durch 7 teilbar, da der erste Summand ein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist und der
Klammerausdruck durch 7 teilbar ist nach Induktionsvoraussetzung.

A 13: Fiir alle a e N (a > 2) ist (a"-1) durch (a-1) teilbar fiir alle n € N mit n > 1

Untersuche zunachst die Behauptung

n n-1

a -1 ; K go .
=1+a+a’+a’+..+a " =) A" fiirallen ¢ N mit n>1
k=0

A 13*: Fur jedes a > 2 ist
a-1

1

11 = 1 (ganze Zahl), d. h. (a' — 1) ist durch (a -1) teilbar.

Induktionsanfang: n = 1: a

Induktionsschluss:

n

l+a+a’+a’+.. +a"+a"=(1l+a+a’+a+..+a")+a"

a_

Wegen Behauptung A 13" ist der Quotient ! immer eine ganze Zahl, fur allen> 1, so

dass die Behauptung A 13 richtig ist.
A 14: n” — n ist durch 7 teilbar fiir alle n > 0

Induktionsanfang: n = 0: 0’ — 0 = 0 ist ohne Rest durch 7 teilbar.

Induktionsschluss:

(n+1)" —(n+1)=n’ +7n°+ 21n° + 35n* + 35n® + 21n*+7n+1-n-1
=(n" =n) +7(n®+3n°+5n*+5n>+ 3n%+ 1)

ist durch 7 teilbar, da der erste Summand durch 7 teilbar ist nach Induktionsvoraussetzung
und der zweite Summand ein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist.
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A 15: 3™ + 23" ist durch 5 teilbar fiir alle n > 0

Induktionsanfang: n = 0: 3% + 239*1 = 3 + 2 = 5 jst teilbar durch 5.

Induktionsschluss:

3(I’1+1)+1 + 23(I’1+1)+1 - 3n+2 + 23n+4

=3.3"" + 8.2
- 3(3n+1 + 23n+1) + 5.23n+1

ist durch 5 teilbar, da der erste Summand ein ganzzahliges Vielfaches der Induktions-
voraussetzung ist und der zweite Summand ein ganzzahliges Vielfaches von 5 ist.

A 16: 3n° + 5n® + 7n ist durch 15 teilbar fir alle n > 0

Induktionsanfang: n = 0: 3-0° + 5:0° + 7.0 = 0 ist durch 15 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

3(n+1)° + 5(n+1)* + 7(n+1)
=3(n°+ 5n*+10n®+ 10n?+ 5n + 1) + 5(n°+ 3n°+ 3n + 1) + 7(n + 1)
=3n°+ 15n* + 30n® + 30n® + 15n + 3+ 5n* + 15n*+ 15n + 5+ 7n + 7
=3n° + 15n* + 35n° + 45n% + 37n + 15
= (3n°+ 5n°+ 7n) + (15n*+ 30n®+ 45n°+ 30n + 15)
= (3n°+5n°+ 7n) + 15(n*+ 2n*+ 3n%+ 2n + 1)

ist durch 15 teilbar, da der erste Summand durch 15 teilbar ist nach Induktionsvoraussetzung
und der zweite Summand ein ganzzahliges Vielfaches von 15 ist.

A 17: 3?" + 7 ist durch 8 teilbar fiiralle n > 0

Induktionsanfang: n = 0: 32° + 7 = 7 + 1 = 8 ist durch 8 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

32(n+1) + 7 — 32n+2 + 7
=323+ 7
=93 +7
=(3"+7)+83"

ist durch 8 teilbar, da der erste Summand durch 8 teilbar ist nach Induktionsvoraussetzung
und der zweite Summand ein ganzzahliges Vielfaches von 8 ist.
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A 18: n® + 5n ist durch 6 teilbar fiir alle n > 0

Induktionsanfang: n = 0: 0% + 5-0 = 0 ist durch 6 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

(n+1)®+5(n+1)=n*+3n°+3n+1+5n+5
=n*+3n°+8n+6
=(n*+5n) + (3n*+ 3n + 6)
=(n*+5n)+3n(n+1)+6

Der erste Summand (n®+ 5n) ist durch 6 teilbar nach Induktionsvoraussetzung.

Der zweite Summand 3n(n + 1) ist ein Vielfaches von 3 und ein Vielfaches von 2, da
entweder n oder die natirliche Nachfolgezahl (n+1) eine gerade Zahl ist.

Da der zweite Summand durch 2 und durch 3 teilbar ist, ist er auch durch 6 teilbar.
Der dritte Summand 6 ist sowieso durch 6 teilbar.

Da alle drei Summanden durch 6 teilbar sind, ist auch die Summe durch 6 teilbar.

A 19: n* — 4n?ist durch 3 teilbar fiir alle n > 2

Induktionsanfang: n = 2: 2% - 4-22 = 0 ist durch 3 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

(n+1)* —4(n+1)*=n*+4n*+6n° +4n + 1 — 4(n*+ 2n + 1)
n*+4n®+6n*+4n+1-4n°-8n—-4=n*+4n*+2n*-4n-3
(n*=4n?) + (4n® + 6n*— 4n — 3)

(n*—4n*) + (3n*+ 6n°* - 3n—3) + (N> —n)
(n*=4n?)+3(n*+2n*—n-1) + n(n*-1)

(n* —4n?) + 3(n* + 2n? — n — 1) + n(n-1)(n+1)

Der erste Summand ist durch 3 teilbar nach Induktionsvoraussetzung.

Der zweite Summand ist ein ganzzahliges Vielfaches von 3.

Der dritte Summand enthéalt drei aufeinander folgende natirliche Zahlen (n-1), n und (n+1),
wobei dann einer dieser drei Zahlen durch 3 teilbar sein muss.

Da alle drei Summanden durch 3 teilbar sind, ist auch die Summe durch 3 teilbar.

A 20: 10" + 3:4"2 + 5 ist durch 9 teilbar fiir alle n > 0

Induktionsanfang: n = 0: 10° + 3-4°2 + 5 =1 + 3.16 + 5 = 54 ist durch 9 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

10" + 3442 +5=10-10" + 3-4.4™% + 5
=10-10"+ 12:4"? + 5
= (10" + 3:4™2 + 5) + (9-10" + 9:4™?)
= (10" + 3-4™2 + 5) + 9(10" + 4™?)

ist durch 9 teilbar, da der erste Summand durch 9 teilbar ist nach Induktionsvoraussetzung
und der zweite Summand ein ganzzahliges Vielfaches von 9 ist.
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A 21: 4" +15n — 1 ist durch 9 teilbar fur allen>0

Induktionsanfang: n = 0: 4° + 15-0 — 1 = 0 ist durch 9 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

4™ 4 15(n+1)—1=44"+15n+15-1
= (4" + 15n — 1) + (34" + 15)
= (4" + 15n - 1) + 3(4" + 5)

Der erste Summand ist durch 9 teilbar nach Induktionsvoraussetzung.

Beim zweiten Summanden ist bereits eine 3 als Faktor enthalten. Wenn der zweite Faktor
(4" + 5) ebenfalls ein Vielfaches von 3 wére, dann ist der Summand 3(4" + 5) ein Vielfaches
von 9 und der Beweis ware komplett.

Also noch zu zeigen:

A 21: 4" + 5 ist durch 3 teilbar fiir alle n > 0

Beweis wieder durch Induktion:

Induktionsanfang: n = 0: 4° + 5 = 6 ist durch 3 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

4" 4 5=44"+5
= (4" +5) + 34"

ist durch 3 teilbar, da der erste Summand durch 3 teilbar ist nach Induktionsvoraussetzung
und der zweite Summand ein ganzzahliges Vielfaches von 3 ist.

Damit ist auch A 21 vollstandig bewiesen!

A 22: 52" + 24n —1 ist durch 48 teilbar fiir alle n > 0

Induktionsanfang: n = 0: 52° + 24.0 — 1 = 0 ist durch 48 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

520D 4+ 24(n+1) =1 =5""2+24n+24 -1
=255 +24n+ 24 -1
= (5" + 24n — 1) + (24-5°" + 24)
= (5"" +24n - 1) + 24(5*" + 1)

Der erste Summand ist durch 48 teilbar nach Induktionsvoraussetzung.

Der zweite Summand besteht aus einem Produkt, bei dem der erste Faktor 24 ist. Damit der
gesamte Summand 24(5*" + 1) durch 48 teilbar wird, muss der zweite Faktor (52" + 1) durch
2 teilbar sein. Damit wére die Behauptung 22 bewiesen.
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Noch zu zeigen:
A 22": 5" + 1 ist durch 2 teilbar fiir alle n > 0
Beweis wieder mit vollstandiger Induktion:

Induktionsanfang: 5°° + 1 = 2 ist durch 2 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

52(n+1) + 1 - 52n+2 + 1

= 255" +1

= (5" + 1) + 2457
ist durch 2 teilbar, da der erste Summand durch 2 teilbar ist nach Induktionsvoraussetzung
und der zweite Summand ein ganzzahliges Vielfaches von 2 ist.

A 23: 1™ + 122" ist durch 133 teilbar fiir alle n > 1

Induktionsanfang: n = 1: 11" + 12211 = 121 + 12 = 133 ist durch 133 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

11n+2 + 122(n+1) -1 1ln+2 + 122n+1
=11-11™ + 12%2.12°™
=11-11™* + 144.12%"1
=11(11"* + 122™1) + 133.12%"1

ist durch 133 teilbar, da der erste Summand ein ganzzahliges Vielfaches der
Induktionsvoraussetzung ist und der zweite Summand ein ganzzahliges Vielfaches
von 133 ist.

A 24: Fira e N mita>1ist(2a—1)" -1 eine gerade Zahl fiir alle n >0

Induktionsanfang: n = 0: (2a—1)° -1 =1 —1 = 0 ist eine gerade Zahl.

Induktionsschluss:

(2a-1)"'-1=(2a-1)(2a-1)"-1

Nach Induktionsvoraussetzung ist (2a — 1)" — 1 eine gerade Zahl. Daher ist der Minuend
(2n — 1)" ungerade, kann also in der Form (2z + 1) dargestellt werden mit irgendeiner
naturlichen Zahl z.

=((a-1)2a-1)"-1=(2a-1)2z+1)-1
=4az+2a-2z-1-1
=2(2az+a-z-1)

Damit ist dieser Ausdruck wieder eine gerade Zahl, da er ein ganzzahliges Vielfaches von 2
ist.
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A 25: Fiir a € N ist [a™" + (a+1)®*™"] durch (a® + a + 1) teilbar fiir alle n > 1

Induktionsanfang: n = 1: a*** + (a+1)**! = a? + (a+1)" = a® + a + 1 ist ein ganzzahliges
Vielfaches von a® + a + 1.

Induktionsschluss:

an+1+1 + (a+1)2(n+1) -1 an+2 + (a+1)2n+1

— a_an+1 + (a+1)2_(a+1)2n-1

—aa™ + (@® +2a + 1)-(a+1)>"*

— a[an+1 + (a+1)2n-1] + (az +a+ 1)(a+1)2n-1
ist durch (a® + a + 1) teilbar, da der erste Summand ein ganzzahliges (a-faches) Vielfaches
der Induktionsvoraussetzung ist und der zweite Summand ein ganzzahliges Vielfaches von
(@*+a+1)ist.

A 26: Fiir a e N mit a>1 ist (a®™" — a) durch 6 teilbar fiir alle n >0

0+1

Induktionsanfang: n = 0: a>°"* —a = a' — a = 0 ist durch 6 ohne Rest teilbar.

Induktionsschluss:

a‘2(n+1)+1 2n+3 _

—a=a a
— a2.a2n+l —a
— (aZ _ 1)a2n+1 + (a2n+1 _ a)

— (a _ 1)a(a + 1)_a2n+1 + (a2n+1 _ a)

Der zweite Summand ist durch 6 teilbar nach Induktionsvoraussetzung.

Der erste Summand enthélt drei aufeinander folgende naturliche Zahlen (a — 1), a und

(a + 1). Von diesen drei aufeinander folgenden Zahlen ist mindestens eine Zahl durch 2
teilbar und genau eine durch 3 teilbar (es kdnnte auch sein, dass es unter diesen drei Zahlen
eine gibt, die durch 2 und durch 3 teilbar ist). Das Produkt dieser drei Zahlen ist dann aber
durch 6 teilbar, da 2 und 3 als Teiler vorkommen. Damit ist der gesamte erste Summand
(a—1)-a-(a + 1)-a*" ein ganzzahliges Vielfaches von 6 und die Behauptung ist bewiesen.
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Rainer Miller, Armin Moritz (Johanneum-Gymnasium Herborn)
B. Summenwerte

B1: 1+2+3+...+n=zn:k = n(n2+1)
k=1

(fur allen21)

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: nur ein Summand: 1
1-(1+1) _ 1

rechte Seite:

Induktionsschluss:

n+1

Dk =>k+(n+l)=
k=1 k=1

n(n+1) +(n+1) = n(n+1) N 2n+1) _ (n+1)(n+2)
2 2 2 2

g.e.d.

B2: 1?+22+3%+..+n’= ikz = n(n+1)é2n+1)
k=1

(far alle n 21)

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: 1> =1
1-(1+DH(2-1+1) _ 1
6

rechte Seite:

Induktionsschluss:

n+1

Sk = Z”:kz + (1) = n(n+1)6(2n +1) (n+1)? = n(n+2)(2n +1) + 6(n + 1)

k=1 6
_ (n+D)n@2n+)+6(n+1)] _ (N+D(2n* +n+6n+6) _ (n+1)(2n* +7n+6)
6 6 6
_ (n+D(n +62)(2n+3) g.e.d.
n n*(n+1)*

B3: 1°+2°+3%+ . +n’=>Kk’ = 4 =(1+2+3+..+n)* (fiirallen21)
k=1
Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: 1%=1

°(1+1)7° _

rechte Seite: 1

Induktionsschluss:

E s s 3 _ nN*(n+1)? s _ n*(n+1)*+4(n+1)°
;k -k;k + (n+1) = + (n+1)° = n
C(n+D)%n*+4n+D] _ (n+D)*-(n*+4n+4) _ (n+1)*-(n+2)?
B 4 B 4 - 4

n*(n+1)?

g.e.d.
Die zweite Behauptung: =(1+2+3+ ... +n)? folgt sofort mit B 1.
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n 2 J—
Ba: 1942043 4. +n'= k' = n(n+1)(2n+1)(3n° +3n-1)
k=1

(far alle n 2 1)
30

Induktionsanfang: n = 0: linke Seite: 1%°=1
1.(1+)(2-1+2)(3- 1 +3-1-1) _ L

rechte Seite:

30
Induktionsschluss:
n+1 n 2 —
Zk4 _ Zk4 +(n+1)4: n(n+1)(2n+31))0(3n +3n-1) +(n+1)4
k=1 k=1
_ n(n+1)(2n+1)(3n* +3n-1)+30(n +1)* N (n+12)-[n-(2n+1)(3n* +3n-1) +30(n +1)°]
30 30

_ (n+D-(6n* +6n® —2n* +3n° +3n* —n+30n° +90n* + 90n + 30)

30
(n+1)-(6n* +39n° +91n* +89n+30)  (n+1)-[(n+2)(6Nn° +27n° +37n+15)]

30 30
N+D)-N+2)-(2n+3)-3n*+9n+5) (+1)-(n+2)-(2n+3)-B(n+1* +3(n+1)-1)
= 30 = 30 g.e.d.
B 5: 1+3+5+...+(2n-1)=i(2k—1 =n? (fiir alle n = 1)

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: 1
rechte Seite: 12 =1

Induktionsschluss:

nZﬂ(zk 1) = Y @K1+ @(n+1) - 1)
7 -2+ 2n+1= (n+1)? g.e.d.
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B6: 12+3%+5%+..+(2n-1)%= Zn:(Zk—l)2 = 2n(2n—é)(2n+1) (fur alle n 2 1)
k=1

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: 1%2=1
2-1-(2-1-D(2-1+1) _ 1
6

rechte Seite:

Induktionsschluss:

:i‘;(Zk—l)z = kzn;(Zk—l)z +(2(n+1) — 1) = 2”(2”_2(2””)
_ 2n(2n-1)(2n+1)+6(2n+1)” _ (2n+1)[2n-(2n-1)+6(2n +1)]
(2n+1)-(4n2f2n+12n+6) _ (2n+1)-(4n2+6150n+6)
(2n+1)-(2n+62)-(2n+3) _ 2(n+1)~(2(nfl)—l)-(Z(n+1)+1)
6 6

+(2n + 1)°

g.e.d.

n(3n-1)

furallen=21
> ( )

B7: 1+4+7+...+(3n—2)=i(3k—2) =
k=1

Induktionsanfang: n =1: linke Seite: 1
1.(3-1-1) _

rechte Seite: 1

Induktionsschluss:

n+1

D> (3k-2) = 3 (3k-2) + (3(n+1) - 2) =

2
n(3nz—1) +@n+1) = 3n —n2+6n+2

3n°+5n+2 _ (n+1)-(3n+2) _ (n+1)-(3(n+1)-1)
2 2 2

g.e.d.

B8 3+7+11+..+(4n-1)= i(4k—1) =2n%+n (firallen21)
k=1

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: 3
rechte Seite: 2-1°+1 =3

Induktionsschluss:

n+l n
D (4k-1) = Y (4k-1 + (4(n+1)-1)=2n+n+4n+4-1=2n"+5n+3
k=1 k=1

=@n*+4n+2)+(n+1)=2n+1)*+(n+1) q.e.d.

http://www.eMath.de


http://www.eMath.de

BO9: 1+2+4+8+. .. +2"=> 2" =2""_1 (fiir alle n 2 0)

k=0

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: 1
rechte Seite: 2°"'1 -1 =1

Induktionsschluss:

n+1 n
sz = ZZK + 2I"I+l - 2n+1 _ 1 + 2n+1 — 2_2I"I+l _ 1 — 2n+2 _ 1 q.e.d-
k=0

k=0

n+1

1-q
1-q

B10: 1+q+q’+...+q"=» O = (fur alle n 2 0)
k=0

Induktionsanfang: n = 0: linke Seite:

1
1_ q0+1

rechte Seite: =1

Induktionsschluss:

n+1 n 1_ qn+l 1_ qn+1 + qn+l _ q 1_ q
k — k + n+l — + n+l — — e.d.
gq éq q g *d g g q
20 22 24 22(n—1) n 22(k—l) 4 n
B1: 1+ -+ + = + .4 =1+ Y =2 (fiir alle n 2 1)
3 3 3 3" ki 3 3

0
Induktionsanfang: n = 0: linke Seite: 1+ 2—1 = %

1

rechte Seite: ij = i
3 3

Induktionsschluss:

1+ “2“22<k—1> 14 i22<k—1> .\ 220D [ﬂ)” N 2" [ﬂ]n+ 4" 3.4"4+4"
= 3¢ = 3 3m 3 3t 3 3-3" 3.3"
n n+1
- 44 . (ﬁj g.e.d.
3-3" 3
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n 1 NN+
B12: 12-22+32 42+ .+ (-1)""n? = Y (-D** -k* = (-1 %(fﬁrallenZﬂ

K=1

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: 1%2=1
-1 1(1+ l)

rechte Seite: (- 1) =1

Induktionsschluss:

n+1

DD = D ) = (1) ey

:_(_1)n_n(n+1) .\ 2:(-1"-(n+1* _ 2-(-1)" - (n+1* - (=D)"-n-(n+1) _
2 2 2
1) - (n+1).(22n+2—n) - (1) - w g.e.d.
B13: 1:2+2:3+...+n(n+1) = zn:k(k +1) = n(n+1;(n+2) (far alle n 2 1)

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: 1-2=2
1.(1+D1+2) _ 5

rechte Seite:

Induktionsschluss:

Z k(k +1) = Z k(k +1) + (n+1)(n+2) =

_ n(n+1)(n+2)+3(n+1)(n+2) _ (n+H(n+2(n+3)
3 3

n+1 w + (n+1)(n+2)

e.d.

B14: 111 +221+331+...+nnl= > K-kl =(n+1)! -1

(mit n! =1-2-3-...-n) (fiirallenz=1)

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite; 1-1!=1
rechte Seite: (1 +1)!-1=2-1=1

Induktionsschluss:

n+1

> k-kl = Zn:k k! + (n+1)-(n+1)! = (n+1)! — 1 + (n+1)(n+1)! = (n+1)!-(1 + n+1) —

:_(n+1)!-(n+2) -1=(Mn+2)!'-1 g.e.d.
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B 15: 1:2:3 + 2:3:4 + 3:4-5 + ... + n(n+1)(n+2) = Zn:k(k +1(k+2)
k=1

_n(n+D(n+2)(n+3)
4

(fur allen21)

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: 1.2-3=6
1 (1+DA+2)(1+3) _ 5
4

rechte Seite:

Induktionsschluss:

n+l

S k(k+1)(k+2) = Vk(k + Dk +2) + (M+1)(N+2)(n+3)

_ n(n+1)(n:2)(n+3) + (n+1)(n+2)(n+3) = n(n +1)(n+2)(n+3);4(n +1)(n+2)(n+3)
_ (n+)(n+2)(n+3)-(n+4) g.e.d.
4
1 1 1 1 1 1 1 1
B16: - ——+——...+ - — = + +...+ — (furallenz1)
1 2 3 2n-1 2n n+1 n+2 2n
2n 1 n 1
bzw Dt = = —
kz=;( ) k k=1 N +
Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: }— 1 = 1
1 2 2
rechte Seite: L = 1
1+2 2
Induktionsschluss:
2(n+1) 2n n
Z(_l)kfl_£=2(_l)k71_1+ 1 _ 1 ZZ 1 + 1 . 1
=) k &~ k 2n+1 2n+2 &n+k 2n+l1 2n+2
n+l n
:Zl-l+1—1=2 1
—=n+k 2n+1 2n+1 2n+2 Zn+k+1 2n+2
:§1+1_1_1:“+11+1_1_1
—=n+1+k n+1 n+l+n+1 2n+2 FHM+)+k n+l 2(n+1) 2(n+1)
n+l
:z; g.e.d.
= (n+1)+k
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[EEN

N

n-1
B17:1+%+—+. 2n_1 2—1k (—]J (far alle n 2 1)
=0

=~

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: 1

rechte Seite: 2-(1—iJ =1

Induktionsschluss:

1 1 1 1 n 1 n N
B 18: + + + ...+ = = (far alle n 21)
1.2 2-3 3-4 nn+1) iGkk+1) n+1

. . . 1 1
Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: — = =
1.2 2
rechte Seite: i = l
1+1 2

Induktionsschluss:

11 1 _on o, 1 _ n(n+2)+1

z :z + = =
iokk+D)  Tkk+)  (+D(+2) n+l (M+D(+2) (N+)(n+2)

_ n%+2n+1 _ (n+1)2 _n+1
T (+D(n+2) (+D(+2) n+2

g.e.d.

http://www.eMath.de


http://www.eMath.de

1 1 1 1 1 n

: + + +...+ :Zn: =
1.3 3.5 5.7 (2n-1)(@2n+1) S @k-D(2k+1) 2n+1
(far alle n 21)

B 19

1
-3
1

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite:

H
Wl

rechte Seite:

1
2.1+1 3

Induktionsschluss:

n+1 1 1 1
+

l(Z::l(Zk Dk kz:l(Zk “D(2k+1)  [2(n+D)-B2(n+1)+1]

n_ . 1 _ n(2n+3)+1 _ 2n2 +3n+1 _ (2n+DY(n+2
2n+1  (2n+1)(2n+3) @n+D@n+3) (@n+D(2n+3) (2n+1)(2n+3)

n+1 n+1
= = qed
2n+3 2(n+1)+1
1 1 1 1 1 n

M-

B 20

: + + +...+ = =
1.4 4.7 7-10 (3n-2)(3n+1) = (Bk-2)(3k+1) 3n+1

(far allen21)

=

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: % =
1

H
AR

rechte Seite:

w
]
NG

1+1

Induktionsschluss:

n+1 1 1 1 n 1
+

n
kg_l(:-:.k—z)(e,k 11 kgl(sk—z)(sku) Bn+D)-2Bn+D+1 3n+l  (@nil)@n+d)

_ n@Bn+4)+1 _ 3n%+4n+l _ (n+D@Bn+D) . n+l
C (Bn+D)@Bn+4)  (Bn+)Bn+4)  (Bn+1)@Bn+4) 3(n+D+1

g.e.d.
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1 1 1 1 " 1 N
B 21: + + +...+ = =
1.5 5.9 9.13 (4n-3)(4n+1) = (4k-3)(4k+1) 4n+1

(far allen21)

1
5
1

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite:

g~

H

rechte Seite:

-1
5

1N

1+1

Induktionsschluss:

”i 1 _ N 1 N 1

~(4k-3)(4k+1) = (Ak-3)(4k+1) [4(n+D-3]-[4(n+D)+7]]

n_, 1 _ Nn(4n+5)+1 _ 4n*+5n+1 _ (4n+D](n+)
an+1  (4n+H(4n+5) (@n+H(4n+5) (An+D)H(4n+5) (4n+D(4n+5)
n+1 n+1

= = g.e.d.
an+5 4n+1)+1

B 22:
1 1 1

+ +...+
(1+3)-(1+ 4) (2+3)-(2+4) (n+3)(n+4)

i n

S (k+ 3)(k +4)  4n+4)

(far alle n21)

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: ; = i
(1+3)-1+4) 20
1

41+4) 20

rechte Seite:

Induktionsschluss:

n+1 1 B n 1
kz:;(k+3)(k+4) - Z(k+3)(k+4) * (n+1+3)-(n+1+4)

__n . 1 _ nn+5+4 _  n*+5n+4 _  (n+4)(n+))
" An+4) (n+4)-(n+5) 4-(N+4)-(N+5) 4-(n+4)-(n+5) 4-(n+4)-(n+5)
n+1
= g.e.d.
4(n+5)
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4 4 4 4 4  n@Bn+5)

B 23: + + +...+ = = (far alle n21)
1.3 2-4 3.5 nn+2) akk+2) M+D)(n+2)
, . . 4 4
Induktionsanfang: n = 1: linke Seite;: — = —
1.3 3
1.(3-1+5) _ 4

rechte Seite; ———M~% = —
(1+1)(1+2) 3

Induktionsschluss:

n+1

Z”: 4 _ n(3n+5) N 4
= 1k(k+2) = k(k+2) (n +1(n+3) - m+DY(n+2) (+D(n+3)

N

nBn+5)(N+3)+4(n+2) _ 3n®+14n* +15n+4n+8 _ 3n®+14n* +19n+8
M+D(n+2)(n+3) (+DM+2)("n+3)  (M+D("+2)(n+3)

_ (n+DBn*+1In+8) _ 3n*+1In+8 _ (3n+8)(n+1) _ (n+1)-[3(n+1)+5]
C (+D(M+2)(n+3) (+2)(n+3) (M+2)(N+3) [(n+D)+1-[(n+D)+2]

4 4 4 4 n 4

B 24: + + + ...+ =>

1.-2-3 2-3-4 3-4.5 n+DHY(n+2)(n+3) o(k+Dk+2)(k+3)
= (n+1){n+4) (fur alle n 2 0)

(n+2)(n+3)

. . . 4 2

Induktionsanfang: n = 0: linke Seite; — = —
1.2.3 3

(0+H(O+4) _2

rechte Seite: =
(0+2)(0+3) 3

Induktionsschluss:

% 4 C 4 N 4
— (k+1)(k+2)(k+3) i (kK+D)k+2)(k+3) (+2)(n+3)(n+4)

(n+(n+4) 4 _ (n+D(n+4)*+4
n+2)(n+3) ((M+2)(n+3)(n+4) - (n+2)(n+3)(n+4)

(N+D(N*+8n+16)+4 _n®>+9n*+24n+20 _ (n+2)(n* +7n+10)
N+2)(n+3)(n+4)  (+2)(n+3)(N+4)  (n+2)(n+3)(n+4)

_ (n+2)(n+5)
T (n+3)(n+4)
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r N 2° N 3’ - n’ _" k? _ n(n+1)
"1.3 3.5 5.7 7 (@2n-D@2n+1) S (k-D(2k+1D) 2(2n+1)

B 25

(far allen21)

2
Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: 1— = 1
1.3 3
rechte Seite: 1-(1+1) = 1
2-(2-1+1) 3
Induktionsschluss:
E k? 2 k? N (n+1)? _ nn+1) (n+1)?

L k_1)2k+1)  E@k-D)2k+D)  (@n+D@n+3) 220+ | @n+D)(2n+3)

nn+D(2n+3)+2(n+1)> _ (n+1)-(2n*+3n+2n+2) _ (n+1)-(2n* +5n+2)
2(2n +1)(2n + 3) - 2(2n +1)(2n + 3) © 2(2n+1)(2n+3)

_(n+D)-(n+2)(2n+1) _ (n+1)(n+2) od
2(2n+1)(2n+3) 2(2n+3) a.e.

B 26: n+n+n+ +n —Zn:n =2" firallen=0
1o 1 2170 T &k = (fur alle n 2 0)
n n! n n n+1
Definition: =——— Hilfsformel: + =
(kj ki-(n - k)! (kj [k—lj (k]

0
Induktionsanfang: n = 0: linke Seite: (OJ =1

rechte Seite: 2° =1

Induktionsschluss:

5000 20 ()= BEML )2 B0)- B -

—_ n n_ln —_ n . n n n —_ n n
=2 +1+Z =2 +1+Z - + =2"+1+2"-1+0
k:—k kzok n -1

=2.2" =21 g.e.d.
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1 2 3 n n ok n+
B27: —+—+—+4+..+—=)Y —=2-— fuarallen=1
2t 2° 2° 2" é 2« 2" ( )
. . . 1 1
Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: ; = E
rechte Seite: 2 - 1+12 = l
2 2
Induktionsschluss:
o1k Nk n+1 n+2 n+1 2n+4-n-1 n+3
— =) — + =2- + =2-—— —=2- —— g.e.d
ézk ézk 2n+l 2n 2n+l 2n+l 2n+1
2 3 4 n nt k+1
B28: 1-In = |+2-In=|+3:Inf = |+...+(n=-D)-In| — |=D k-In| —=
1 2 3 n-1 k=1 k
= n-In(n) — In(n!) (far alle n 2 2)

Induktionsanfang: n = 2: linke Seite: 1-In[%j =1In(2)
rechte Seite: 2:In(2) — In(2!) = In(2)

Induktionsschluss:

ik-ln(kTJrlj = nz_l:k-ln(kTJrlj + n-In(nTJrlj = n-In(n) — In(n!) + n-[In(n+1) — In(n)]
= n-In(n) — In(n!) + n-In(n+1) — n-In(n) = n-In(n+1) — In(n!) = (n+1)-In(n+1) — In(n+1) — In(n!)

= (n+1):In(n+1) — [In(n+1) + In(n")] = (n+1)-In(n+1) — In[(n+1)-n!]

= (n+1)-In(n+1) — In[(n+1)!] g.e.d.
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3 n-1 & k ni—1
B29: —+—+— —= = (fur alle n 2 2)
20 3 4 n! a1 (k+ D) n!
. : . 1 1
Induktionsanfang: n = 2: linke Seite: > = >
I
rechte Seite: 2-1_1
2l 2
Induktionsschluss:
Z”: & h _n-1__n _ (n+(n'-1) +n
] (k+1)! = (k+1)' (n+1)! n! (n+1)! (n+1)!
_ (n+D)-nl—(n+1)+n _ (n+1)-n-1 _ (n+1!-1 g.e.d
(n+1)! (n+2)! (n+1)! o
B30: 1-2' +2:2° + -+ n2"= Y k-2 =(n-1)2"" + 2 (fir alle n 2 1)
k=1

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: 1.2 =2
rechte Seite: (1-1)-2""* +2 =2

Induktionsschluss:

n+1

Dk-2% = D k- 2" + (n+1)-2" = (n-1)-2"F +2+ (n+1)-2" = 2n-2" + 2
k=1 k=1

=n2™2+2 g.e.d.

http://www.eMath.de


http://www.eMath.de

B 31: Binomischer Lehrsatz:

n

(a+b)"=>

k=0

n
Definition:
i

Anmerkung:

Induktionsanfang: n = O:

Induktionsschluss:

(a+h)"™" = (a+h)-(a+b)" = (a+h)- Y’

n]akﬂb n-k + Zn:
O k

k=0

n
=2
k=
n

k-1

NP
2
z

=
Il
asy

5
T
=

n
k —

&

=~
1l
=

5
iy
=

=~
1l
=

al K
- & (n + 1]akbn+1—k
o\ K

jak bn+1—k +

:Jak b n+1-k + Z

B

n
k=0
n+l

k=1

Fur reelle Zahlen a und b gilt:

(Da"b”" (fiir alle n 2 0)

. n
~ ki(n—k)!

n n n+1
Hilfsformel: + =

Behauptung B 26 folgt aus dem Binomischen Lehrsatz
sofortflira=b =1

linke Seite: (a+b)’ =1

0
rechte Seie: Z : akb"*
o\K

(njakbn—k
k

.
0

k=0

ak b n+1-k

n

a.kbm—l—k
k

n

n a‘kanrl—k + n ‘aO 'bn+l—0 _
k 0 n-+

. an+1 . bn+l—(n+1)
1

+ n ‘akbn+1—k + bn+l _ O
1 Kk

n+1jakbn+l—k + (ngl]'ao'bm—l—o

g.e.d.

http://www.eMath.de


http://www.eMath.de

TL

B32: Y (k+1). (:{'

k=1

)_2“ an+2) -1

Induktionsanfang: n=1: linke Seite: (1+1)1=2

Induktionsschluss:

Zu zeigen ist

r1+1

3 (k+1{")

==
Beweis:

141

3 (k+1{"H)

B

rechte Seite: 1 (1+2)-1=2

2™ (n 4+ 3) —

( Z (k + 1)-(”}?1)) + (2 +2{(707)
(Zi: (k+ 1) )])+ﬂ+2
(zﬂ:(k-l—lj( ) (Z (k+ 1" 1))+n+2

k=1
=L(n 4 2) — 1

27—L(n 4 2) —l-l—(z (k+ 1) )"'ﬂ’_I'E
2L(n 4 2)+n+1 + (;1“‘““” ‘”)
Eﬂ—l.(ﬂ+2j+ﬂ,—|—1 + EI:H:I + (kiﬂ(k+l)'(kﬂlj)

k=12
Indexverschicbung: s = k —1 bzw. k& = m 4 1:

m=n—1
(m + 2)-(m)
7 i
Ubersichtshalber wird . wieder durch k ersetzt:

L2 +a+1+ 2+ (ﬂf(k”j@)

M Lin4+2)+n+14 2 +(

=1
(42 tntl 42+ (ﬂ_l (k + 1)-(}?)) S (E))
E="1 k=1
ML+ +n+1 42+ (kil(kﬂj-(’g)) — (n+ D7) + (;D(E)) — {7) — (0)
P Lin 4 D40+l 42+ (kil(kﬂj-(’g)) S T e (i:ﬂ ;;)) —9 _
i)+ 3+ 0E) + (3 0)
-lin4+ 2 =1 ol L

2—Lin +2) 4+ 27 L(n42)—1 4 2"
227 L(n 4 2) 4+ 2" —

20 4+2) + 2" =

2™ (n+3) —
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Rainer Miller, Armin Moritz (Johanneum-Gymnasium Herborn)

C. Produktwerte

C1: 44245 4" = [[4* = 2" (fiir alle n = 1)

k=1

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: 4' =4
rechte Seite: 2" =22 =4

Induktionsschluss:

n+1

H4k - (ﬁ4k}_4n+1 = 2n(n+1) . 22(n+1) — 2n2+n A 22n+2 = 2n2+3n+2 = 2(n+1)(n+2) qed
k=1 k=1

C 2 (1—1]-(1—1]-(1—1)...-(1—1J =T (1—1) -1 (far alle n = 2)
2 3 4 n k=2 k n

Induktionsanfang: n = 2: linke Seite: (1—%) = %

rechte Seite: %

Induktionsschluss:

n+1 n —
H 1_1 = H 1_1 . 1_L :1 . n+1 1 :1 L:L qed
k2 k k2 Kk n+1 n n+1 n n+ n+1

C 3: (1—1j.(1—3].(1—2)...-(1—“—‘1J =T (1—E) -1 (firalle n>2)
2 3 4 n k=2 k n!

Induktionsanfang: n = 2: linke Seite: 1 —

rechte Seite:

Induktionsschluss:

n+1 _ n _ —

H 1_u = 1_k_1 . 1_L =l- n+1-n =l- 1 = 1 g.e.d.
k2 k k2 k n+1 n! n+1 n \n+1 (n+1)!
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1 1 1 1) _p 1) _n+tl
Ca [1—— || 1-—= | [1-5 | [1-= | =TI|1-—5 | = —— (firallen=2
( 22) ( 32) ( 42) ( nzj k—z( sz on ! )

Induktionsanfang: n = 2: linke Seite: 1-

rechte Seite: 2— = E
2.2 4
Induktionsschluss:

e, 1 AN (1 _n+1 (n+1)°-1_n*+2n+1-1
H(1 kzj [H(1 kzﬂ {1 (n+1)2] 2n (n+1)? 2n(n+1)

k=2 k=2

nn+2) _ n+2
2n(n+1)  2n+1)

C5: (1+i1j-(1+12j.(1+i4j-(1+ij-...-(1+inj= ”(1+ 1)
2 2 2 2 07 | T aal 22

+1

27" —1 .
= - (far alle n =2 0)
22 -1
Induktionsanfang: n = 0: linke Seite: 1 + % = %
2' 2
rechte Seite: 2 1 1.2 5 11 =3
221 2 2

Induktionsschluss:

ite2)-

2k
k=0 2

= — g.e.d.
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Induktionsanfang: n = 1:

Induktionsschluss:

n+1

I1

k=1

)

[ 1
1+
n+1+k

1
n+2

1
n+3

J.(1+

(furalle n=1)

j._._-(1+

linke Seite:

rechte Seite: 2 —

St
(”nﬁﬂ(”mlz)

1+—1— 41+ L 1+ L
= n+k n+n+1 n+1

J

2n+2+1
2n+2

iG>

(o1 ) (2n+2) (n+2)| (2n+3
U n+1)2n+1) (n+1)] (2n+2
(2n+1) (2n+2) (n+2\] (2n+3

(n+1j'(znmj:(nmﬂ(zmz)

_ (2n+1)(2n+2)(n+1)(2n +3)

(n+1)(2n+1)(n+2)(2n +2)
2n+3

n+2
2n+4 -1

n+2
2n+4 1

n+2 _n+2

5. 1
n+2

g.e.d.
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2 2 2 2 2
C7: Gj (%) (gj (gj (n—JFD =1°+2°+3%+ . +n°
n_

bzw. H(::r n kzr:‘ke‘ (fur alle n = 2)

2
Induktionsanfang: n = 2: linke Seite: (%] =9
rechte Seite: 1°+2%=9

Induktionsschluss:

k) = e 02 =[S (2] = [ v

S 4n+4 Z“:ks Zk3 n+1) n(n+1) Zk3 (n+1)? ”Z”:kg,

k=1 k=1

(wobei im Beweis die Formel B 3 verwendet wurde) g.e.d.

C 8: (1+2j-(1+2j-(1+2)...-(1+2j =1+2+3+...+n+(nt1)
1 2 3 n

n n+1
bzw. H(1+Z) = >k (fir allen = 1)

k=1

=3

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: 1 + %

1+1

rechte Seite: > 'k =1+2=3

Induktionsschluss:

n+1 n n+1

H(ng _ H(”Zj (1+ 2 j =[Sk '[n+3j _(n+1)(n+2) n+3
1 k K k n+1 = n+1 2 n-+1

n+2
= w = ZK (wobei im Beweis die Formel B 1 verwendet wurde) q.e.d.
k=1
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Rainer Miller, Armin Moritz (Johanneum-Gymnasium Herborn)
D. Ungleichungen
D1: n*-2n-1>0 (fiir alle n 2 3)

Induktionsanfang: n=3: 32-23-1=2>0

Induktionsschluss:

(n+1)>=2(n+1)=1=n*+2n+1-2n-2-1=n*-2=(n’-2n-1)+ (2n-1)

>2n—-1>0 farallen=3 g.e.d.
2n+1
D 2: 1+ 1 +...+ 1 + 1 = 1>—3(fiirallen22)
1+n 1+(n+1) 1+(2n-1) 1+2n «Sak 24

Untersuche zunachst die Behauptung

. 2n1>13

D2: - > — (far alle n 2 2)
k =n+1 k 24

1.1 _ 7

Induktionsanfang: n=2: —+—— = E > E
2+1 22 12 24 24

Induktionsschluss:

2(n+1)1 2n+2 1 2 1 1 1 1
— = — = — + + -
kzzmk kzzmzk Ak 2n+1 0 2n+2  14n

S 13 N 1 N T 1 _ 13 N 2(n+1)+(2n+1)-2(2n+1)
24 2n+1 2(n+1) n+1 24 2(n+1)(2n+1)
13 . 2n+2+2n+1-4n-2 _ 13 1 13

=— + =— + > — g.e.d.
24 2(n+1)(2n+1) 24 2(n+1)(2n+1) 24

2n+1 2n
Wegen Z — > Z 1 (da die linke Summe einen Summanden mehr besitzt), gilt auch D2.

k=n+1 k =n+1

http://www.eMath.de


http://www.eMath.de

1 1 1 1 3n

2.

+ +ot + =
1+n 1+(n+1) 1+(Bn—-1) 1+3n 1+Kk

>1 (faralle n21)

31

Induktionsanfang: n =1: ) LI B 13
=1+k  1+1 1+2 1+3 12

Induktionsschluss:

SO N 1 1 1

cail+k Z1+k 1+3n+1 1+3n+2 1+3n+3  1+n

1 1 1 1

>1+ + + -
3n+2 3(n+1) 3n+4 n+1

3(n+1)(3n+4)+(3n+2)(3n+4)+3(n+1)(3n+2) —3(3n + 2)(3n + 4)
3(n+1)(3n+2)(3n+ 4)

=1+

_ 14 IN% +12n+9N+12+9n% +12n+6n+8+9n° +6n+9n+ 6 —27n*> —36n-18n—24

3(n+1)(3n+2)(3n+4)
=1+ 2 > 1 g.e.d.
3(n+1)(3n+2)(3n+4)
D4: 2">n+1 (fiir alle n 2 2)

Induktionsanfang: n=2: 22=4>3=2+ 1

Induktionsschluss:

2n+1=2_2n>2.(n+1)=2n+2=(n+2)+n>n+2 g.e.d.

D5: 2">n? (fiir alle n 2 5)

Induktionsanfang: n = 5: 2°=32>25=5?

Induktionsschluss:

2" =22">2n’=n?+n?>n?+3n>n?+2n+1=(n+1)? g.e.d.
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D6: 2">n® (fiir alle n 2 10)

Induktionsanfang: n = 10: 2% =1024 > 1000 = 10°

Induktionsschluss:

2" =2.2"> 2.0 =¥+ N> N+ 7n? = nd + 3n% + 4n? = n® + 3n? + 3n? + n?

>n®+3n?+3n+1=(n+1)° q.e.d.
n 1 1 1 1 1 21 .
D7: —<-+—+—+—+4+...+ = —|<n (far alle n 2 2)
2 1 2 3 4 2" -1 S
Induktionsanfang: n = 2: 2 < 3 = 1+1+1 = 1E <2
2 2 1 2 3 6

Induktionsschluss:
2"+ 1j 2”-1[1J 2"*1_1(1]
— | = — + —

2n+171
Zwischenuberlegung: Der zweite Summand z [1J besitzt
k=2"

(2™7-1) = (2"-1) = 2-2" — 2" = 2" Summanden. Es gilt:

on+1_4 1 1 2n 1 on+1_4 1 1
—|>2" > = — bzw. —|<2"— =1
Z (k] 2n+1 _1 2n+1 2 Z (kj 2n

k=2" k=2"

Damit gilt fiir die Ausgangssumme mit Hilfe dieser Uberlegung und der
Induktionsvoraussetzung:

on+1_q on+1_4
Z(lj>ﬂ+l:n_+1 bzw. Z(lj<n+1
~l k) 2 2 2 Sk
2m+1_1
und damit: n+1 < (1J < n+1 g.e.d.
2 Sk
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1 1 1 1

0 1
D8 —(—+——+—+..4—==>—>n (fiir alle n 2 2)

\ﬁ \/E \/§ n 1 VK
Induktionsanfang: n = 2: ii l+i >1,7>15> \/5
' SNk A2

Voruberlegung zum Induktionsschluss:

nt1>n = nn+1)>n®> = Jnh+1)>n = Jn-vn+1+1>n+1= J(n+1-/n+1

\/m<\/F\/n+1+1=\/ﬁ+ 1
AVn+1 AVn+1

Induktionsschluss:

=

n+1

> 4n+1 g.e.d.

n +

1
k21k21—m Jn+1

D9: 2" (a"+b")>(a+b)" (a#bja+b>0) (firallen=2)
Voruberlegung zum Induktionsanfang:
Wegena#bist 0<(a—b)>=a’-2ab+b?> = a?+b’*>2ab

Induktionsanfang: n = 2:

2%"-(@® +b’) = 2a% + 2b° =@’ + b’ + @’ + b’ > @’ + b’ + 2ab = (a + b)?

Voruberlegung zum Induktionsschluss:

Da nach Voraussetzung a # b, sei z. B.|al >|b| (a =b wird in der Voraussetzung
ausgeschlossen und a = -b kann auch nicht sein, da sonst a + b = 0 in Widerspruch zur
Voraussetzung ware).

Falls | al < | bl , folgt die Behauptung entsprechend.

Behauptung: a" > b" fir n € N. Beweis durch Fallunterscheidung, siehe nachste Seite...
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1.Fall: a>0undb>0: Wegen|al >|bl und damit a > b folgt sofort a" > b".
2. Fall:a>0undb<0: Unter Anwendung des ersten Falls gilt:
a"=|al">|b/"=b"

3.Fal:a<Oundb>0: Wegenlal >|bl also -a>b <« a+b <0 entfillt dieser
Fall, da er der Voraussetzung widerspricht.

4. Fall:a<0undb<0: Wegen der Voraussetzung a + b > 0 entfallt auch dieser Fall.
Damit ist die Voruberlegung bewiesen.

Aus der Voruberlegung folgt aus der Behauptung fur n = 1 insbesondere a > b.

Damit ergibt sich (a—b)>0und (@a"-b") >0

— 0<(a-b)@"=-b")=a""—ab"-a"b+b™" < a™'+b™ >ab"+a"b

Diese Ungleichung wird im Induktionsschluss benotigt.

Induktionsschluss:

(@a+b)"™"=(a+b)(@+b)" <(a+b)2"(@" +b")=2""(@"" +ab" +a" + b™")
- 2n-1_[(an+1 + bn+1) + (abn + anb)] < 2n-1_[(an+1 + bn+1) + (an+1 + bn+1)]

= 22" @ + p™7) = 2" (@™ + p™T) g.e.d.

D 10: n!>2" (fir alle n 2 4)

Induktionsanfang: n = 4: 41=24>16=2*

Induktionsschluss:

(n+1)! = (n+1):n! > (n+1)-2" > 2:2" = 2" q.e.d.
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4" _ (2n)

D 11: > (far alle n 2 2)
n+1 (n!)
2
Induktionsanfang: n = 2: 4 = 16 - 51 <6 = 24 - (2'2)
2+1 3 3 4 (27

Voruberlegung zum Induktionsschluss:

2(n+1) - 2n+1

2n?+4n+2<2n’+5n+2 = 2(n+1)? < (2n+1)(n+2)
n+2 n+1

Induktionsschluss:

n+1 AN n n |
4 =4 4" 4 2'2(n+1)< 4 2.2n+1<(2n)..2'2n+1.n+1

nt+2 n+2 n+1 n+2 n+l - n+l ()P n+1 n+1
_ @) 2n+1)(2n+2) _ (2n+2)! _ [2(n+1)]!
= > 5 = > = > g.e.d.
(n!) (n+1) [(n+D!] [(n+1D!]
D12: 1-2°+2:2'+3.2%+ .. +n2"" = Y k-2 > (n+1)-n? (fur alle n = 6)
k=1

6
Induktionsanfang: n =6: > k-2*" = 1204+ 22"+ 322+ 4.2 + 5.2 + 6-2°
k=1

=1+4+12+32+80+ 192 =321>252=7-6°
Voruberlegung zum Induktionsschluss:
Fir n > 6 ist nach der Behauptung D 5: 2" > n? > 5n = 3n + 2n > 3n + 2

Induktionsschluss:

n+1

Dk-2T =3k 2T + (n+1)2" > (n+1)n® + (n+1)-2" = (n+1)(n* + 2") > (n+1)(n® + 3n + 2)
k=1 k=1

= (n+1)(n+2)(n+1) = (n+2)(n+1)? g.e.d.
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1 1 1 1 2" 1 n )
D 13: ¥+§+§+. o = kZ::E E (far alle n = 1)

Induktionsanfang: n = 1: }+l1 =15>15= 1+%

Induktionsschluss:

2n+1 on 2n+1 2n+1

zl=zl+ 2121+E+ Z:1>1+E+2n-%—1+n+l—1+n—+1 g.e.d.
prl Sl G 2 Fak 2 2 2 2 2

D 14: n-v/n >n+vJn (fiir alle n = 3)

Induktionsanfang: n = 3: 3-\/5 >5>3 +\/§

Induktionsschluss:

(n+1)vn+1 =n-vn+1 + Jn+1>nvn + Jn¥1 >n+Jn + Jn+l > (n+1) +/n+1 ged.

n
D15: 1'-2%-3%-...n"=J[K* <n 2 (fiir alle n = 1)

Induktionsanfang: n=1: 1'=1<1=1 2

Induktionsschluss:

n+1 n(n+1) n(n+1)
[I* = {Hkk} M+ <n 2 -(neD)™ < (n+1) 2 - (ne)™

n(n+1)+n+1 n®+n+2n+2 n®+3n+2 (n+1)(n+2)

=(n+1) 2 =(n+1) 2 =(n+1) 2 =(n+1) 2 g.e.d.
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1 1 1 1 01 2
16: + + = <3-— furallen=2
PN, RIS~ Srouy pe ey el )

D

1 1 —1+2‘/§<1,4<1,5<3-\/_=3-i

11 242 22 2

Voruberlegung zum Induktionsschluss:

Induktionsanfang: n = 2:

3n+4>0 = 12n+4>9n = 4n*+12n’+12n+4>4n®+12n?+9n

4(n+1)>4n2+12n+9
n (n+1)°

n+1)  (2n+3)? n+1  2n+3 2n+2 1 1
= 4. > = 2 > = + =2+——
n (n+1)2 n n+1 n+1 n+1 n+1

=  4(n+1)’>n@dn®+12n+9) =

ALl S BN 2dnid-2dn > I
n n+1 n+1

_ 2h+1-2vn 1 L 22 1
Jn-dn+1t T (n+1)-Yn+1 Jno Yn+1 T (n+1)-Un+1
2 1 2

s F—

\/ﬁ+(n+1)-\/n+1 <_\/n+1

Induktionsschluss:

n+1 n

ZL=Z 1 + 1 <3_i+;<3_i g.e.d.
Skvk  Tkvk (n+1)-Un+ vn o (n+1)-n+1 vn+1

D 17: Ungleichung von Bernoulli: (1+x)">1 + n-x fur x> -1; x # 0 (fur alle n 2 1)

Induktionsanfang: n=1: (1+x)' =1 +x>1+ 1x

Induktionsschluss:

()™ = (14x)™(14x) > (1+nx)(1+X) = 1+x+nx+nx® > 1+nx+x = 1+(n+1)x g.e.d.
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D 18: (1+x)" <1+ (2" — 1) firo<x<1 (fuir alle n 2 1)

Induktionsanfang: n=1: (1+x)'=1+x < 1+x=1+(2"-1)x

Induktionsschluss:

(1+x)™ = (1+x)™(14x) < [1+@2-1)x]-(1+x) = 1 + 2™x — x + x + 2"x* — X*
=1+ 2"x+ (2"x—x)x < 1+2"x+2"x—x=1+22"x-x=1+2""x—x

=1+2™ -1)x q.ed.
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Rainer Miller, Armin Moritz (Johanneum-Gymnasium Herborn)

E. Rekursive Folgen LOsungen

1 n+1
E1. a1=2; am=2- — =  a,=

a, n
Induktionsanfang: a, = 2 - 1 =2- 1 =15= 2+1

1 2 2
Induktionsschluss:
np= 2 — 1 :2_i: _n :2n+2—n:n+2 g.ed.
a n+1 n+1 n+1 n+1

n+1

n

E2: aj=2;a,=anq+n2" = a,=2+(n-1)2""

Induktionsanfang: a, =a; + 2:2°=2+8=10=2+8=2+12°=2 + (2 -1)-2°"

Induktionsschluss:

8ns1 = @n + (N+1)-2"1 = 2 + (n-1)-2" + (n+1)-2" = 2 + 202 = 2 + n.2™? g.e.d.

1(,, 1
E3: ar=2am" 5 +a_ = 1<a,<2 firallen21

n

Induktionsanfang:n=1: 1<2=a;<2

Induktionsschluss:

1 [ 1j
= —. 2+ 1 1
an+ =1+ —2>1+—=125>1 und
2 e, 2a, 2.2
ans =1+ isl+ 1 15<2 g.e.d.
2a 21
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E4: a;=+2;am= 2+a, = a,<2

Induktionsanfang: a; = \/E <2

Induktionsschluss:

A= y2+a, <N2+2 =2 g.e.d.

E 5: Definition einer Fibonacci-Folge: Fi=1,F2=1und Fh:2=F, + F+1
(F3: 2; F4:3; F5: 5; F6:8; F7: 13, F8: 21; )

Fur diese Fibonacci-Folge gelten folgende Behauptungen:
E5a: Frz=1+Fi+F2+ . +Fo=1+ > F (fur alle n 2 1)
k=1

Induktionsanfang: n =1: linke Seite: Fiio=F3=F +F,=1+1=2

rechte Seite: 1 +F;=1+1=2
Induktionsschluss:

n n+l
Fria= Fnoz+ Frep =1+ ZFK +F =1+ ZFK g.e.d.
k=1 k=1
E 5 b: Fi2+F2+ ... +F.2= Y F’ =Fy- Fru (fiir alle n 2 1)
k=1

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: F2=1%2=1

rechte Seite: F1-F, =1-1=1
Induktionsschluss:

n+1 n
szz = ZFkZ + Fra1® = FnoFret + Fret® = Fre1(Fn + Fne1) = Frer-Frsz g.e.d.
k=1 k=1
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E5c: Frnen=Fm.1-Fo+ Fn - Frnu (firallem22und n21)

Induktionsanfang: m =2, n=1: linke Seite: Fos1=F3=F1+F,=1+1=2

rechte Seite: F1-F1 + Fo-Fo =11 +1.1=2
m=3,n=1:linke Seite: Fz.1=F;=3

rechte Seite: F>-F1 + F3:Fo =11 +2:1=3

Induktionsschluss:

1. Schritt: m = 2, n variabel:
ZU zeigen: Foine1 = F1-Fper + Fo-Fpio:
Beweis: Mit F1 = F, = 1 folgt:

Foi(n+1) = Faen = Fren + Foun = 1-Fni1 1-Fni2 = FroFres + Fo-Fpao g.e.d.

m = 3, n variabel::
zu zeigen:  Faine1 = Fo-Fpeg + Fa-Fpeo:
Beweis: F3+(n+1) =Fsn=Fomnt+Famn=Fnio+ Fraa + Frio = Fpaa + 2'Fn+2

= 1-Fn1 + 2-Fpi2 = ForFpeg + FarFpe2 g.e.d.

2. Schritt: ~ n fest, Induktionsschluss auf m:

zu zeigen:  Fmi14n = Fm-Fn + Fer-Frsa:

Bei Induktionsschluss wird die Induktionsvoraussetzung auf Fy.1+, und auf Fr.n
angewendet (dies ist erlaubt, weil der Induktionsanfang und der 1. Schritt fur zwei
aufeinander folgende Zahlen m = 2 und m = 3 gezeigt wurde).

Beweis: Fm+14n = Fme14n + Fmen = Fm-2 - Fn+ Fm1 - Frs1 + Fm-1 - Fn+ By - Fosa

= Fn'(Fm-Z + I:m-l) + I:n+1'(|:m-1 + Fm) = Fn-Fm + Fpea-Fmes qed
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E5d: Fane1= FnZ + Fnet® (fiir alle n > 1)

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: Fo141=F3=2

rechte Seite: F12 + F,2=12+12=2

Induktionsschluss:

Beim Induktionsschluss wird E 5 ¢ verwendet:

Fon = Fren = Foo'Fn + Fo'Fpa

Beweis: Fon+1)+1 = Fonsa = Fone1 + Fonez = Fonsr + Fon + Foner = Fon + 2F2n41
= Fon + 2(Fn? + Fra1?) = Fra-Fo + Fo-Frer + 2F0? + 2Fne”

= Fn(Fna+ Fn) + FooFnes + Fn? + 2Fn41? = FpeFrart Fo-Foss + Fo? + 2Fn4”

= I:n2 +2Fn-Fne1 + I:n+12 + I:n+12 = (Fn + l:n+1)2 + I:n+12 = I:n+22 + Fn+12 qed

E5e: F2n+32 = Fn2 . Fn+32 +4- Fn+12 . Fn+22

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: F,.143° = Fs> =52 =25

rechte Seite: F1>-F4* + 4-F,%F3° = 1°.3% + 4.1%.2° = 25
Voruberlegung:
Fur den Induktionsschluss werden auf3er der Induktionsvoraussetzung noch folgende
oben bewiesene Aussagen bengtigt:
Induktionsvoraussetzung: Fonsz® = Fn? - Frea® + 4 - Fpet® - Frso?

E5d: Foriz = Fn+12 + Fn+22

E 5 ¢! Fonsa = Fne2)r(n+2) = Frsr-Frs2 + Frio-Frss

Induktionsschluss:

Fonss” = (Fansa + Fonea)’

= Fanea” + 2-FansaFanea + Faned?

= Fn’  Fred® + 4 - Frat® - Frao® + 2(Fner® + Fr2®)(FrerFrez + Friz'Fea) + (Frer-Frez + FrazFras)’
= (Fns2 = Fra)* (Foes + Fre2)® + 4 - Frua® - Fruo® + 2F o ( Frwa® + Foi2®)«(Foes + Frva)

+ Fn+22'(Fn+1 + I:n+3)2
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= (Fre2 = Fret)®(Fret + Fre2)® + 4+ Frd® - Freo® + 2Fni2:( Fret® + Frao®)«(Fret + Fret + Fe2)
+ Fn+22'(Fn+1 + Fni1 + Fn+2)2

= (Frs2 — Fren) 2 (Fre1 + Freo)® + 4 - Fra® - Fruo® + 2Fne2( Frea® + Freo?)-(2Fns1 + Frr2)
+ Fn+22'(2Fn+l + Fn+2)2

= [(Frs2 — Frs1) (Frsz + Fran)]? + 4Fni® - Frao® + 2Fne2-(2Fnen® + Frea®Fsz + 2Fni1-Frs2® + Frezd)
+ Frs22(4Fns1? + 4F i1 -Fraz + Fri2d)

= [(Fne2” = Fred’)? + 4Fnir® - Frao® + 2Fni2:(2Fnia® + Fra® Frez + 2Fnia-Frea® + Foi2®)
+ Frs22(4Fns1? + 4F i1 -Fraz + Fri2d)

= Frsz® = 2Fns12Frs2® + Frnn® + 4Fna1? - Frag? + 4F s Frso + 2Fna1?-Frso® + 4F a1 -Frs2® + 2Fne2”
+ AFnu1”Fre2” + 4Fn Frio® + Foio?

= Frer® + 4Fnet® Frez + 8Fner® Fr2® + 8F a1’ + 4Fp2*

= Frot® + 4Fne1® Friz + 4Fnia® Frio® + 4(Fner® Fre2® + 2Fnia Frio® + Foio?)

= Fro1>(Fner” + 4FniaFriz + 4Fns2%) + 4Fn0 (Frea® + 2FneFrez + Fri2’)

= Frra?(Fre1 + 2Fns2)? + 4F o (Fret + Fra2)?

= Fra?(Fres + Frsz + Fri2)® + 4Fnao®(Fres)’

= Frea? (Frea + Frso)? + 4Fqe” Fras?

= Fror>-Frsa® + AFnio-Fres® g.e.d.

E5f: FnZ + Fp * Fost — Frat? = (-1)™ (fiir alle n > 1)

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: Fi2+ F1-Fo—F,?=12+11-1%2=1

rechte Seite: (-1)'*' =1

Induktionsschluss:

I:n+12 + Fn+l'Fn+2 - I:n+22 = I:n+12 + I:n+l' (Fn + I:n+1) - (Fn + I:n+1)2
= Fra® + FoFoin + Frua® = Fo? = 2:F0 Foug — Foa®
=- I:n2 — FnFne + I:n+12

= - (Fn? + Fn.Fns1— Fnat?) = -(-1)™ = (-1)™?2 g.e.d.
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Rainer Miller, Armin Moritz (Johanneum-Gymnasium Herborn)

F. Ableitungen LOosungen
F1: f(x)=e**® =  f(x) = ane®** (fiir alle n 2 0)

Induktionsanfang: n = 0:  fO(x) = a%-e**® = e®** = f(x)

Induktionsschluss:

D) = [P = [a™e™™] = a- a"e™*" = a"1.e™*P g.e.d.

F2: f(x)=(e*-t)? =  f(x) = 2"e* - 2t-e* (firallen=1,x € R)

Induktionsanfang: n = 0: linke Seite: fP(x) = f(x) = 2-(e* — t)-e* = 2e** — 2t-&*

rechte Seite: f(x) = 21.e?* — 2t-e* = 2e** — 2t-&*

Induktionsschluss:

fD(x) = [V = [2"e? - 2t-e'] = 2".2.e% — 2t.e* = 2"1.e?* — 2t.€* g.e.d.

F3: f(x)=-(x+2)e* = fx)=(-1)""(x+2-n)e™ (fiir alle n 2 0)

Induktionsanfang: n = 0:  fO(x) = (-1)°*(x + 2 - 0)-e™ = -(x+2)-e™ = f(X)

Induktionsschluss:

000 = [(P60] = [()"( + 2 - )€ = ()" 16% + (x + 2 = n)-e™(-1)]
= (D™D - () + 2= )€ = (D)= (x + 2 - 1 - n)e]
= (D" (42— (0 + 1)) = (DMED{cF 2 - (0 + D)€

=(-D"[(x+2—-(n+1))e’] g.e.d.
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F4: f(x)=x*e =  f"(x) = [x*+ 2nx + n(n-1)]-e*  (fiiralle n21)

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: fP(x) = f(x) = 2x-e* + x>e* = (x* + 2x)-e*

rechte Seite: f9(x) = [x* + 2-1.x + 1(1-1)]-€* = (x® + 2x)-e*

Induktionsschluss:

f"D(x) = [[V(X)] = {[x* + 2nx + n(n-1)]-€}’ = [2x + 2n]-€* + [X* + 2nx + n(n-1)]-€*
= [2x + 2n + X% + 2nx + n? = n]-e* = [x? + 2x(n+1) + n® + n]-e*

= [x* + 2x(n+1) + (n+1)-n]-e* g.e.d.

F5: f(x)= In(i—x) :>f(")(x)=(-1)“'1.(n-1)!-(1+1x)n + (n-1)!- (1—1x)” (fiir alle n 2 1)
Induktionsanfang: n = 1:
linke Seite:  f(x) = 1 ‘1~(1—x)—(—12)-(1+x) _ 1—x.1—x+1:x _ 2
1+x (1-x) 1+x  (1-x) (1+x)(1-x)
1-x
ite: {0(x) = (-1} (1-1)! —+ et g o1
rechte Seite: f/(x) = (-1)"(1-1)! @5 ) + (1-1)! %) 11 Tox +1 T x
_(A-x)+(Q+x) _ 2
C@+x)A-%)  @1+x)(1-x)
Induktionsschluss:
M) — (AT = (1YL (1N Y
200 = [P0 = [(-1)(n-1)! LX)’ + (n-1)! (1—x)”]

= [(-1)™(n-1)!-(1+x) ™" + (n-1)!-(1-%) T

= (D)"H(n-1)1(n)-(@0) T + (D) () (1x) (1)

= (-1)"*(-1)-(n-1)!-n- + (n-1)!-n-

(1+ X)n+1 (1_ X)n+l

=(-1)"n! - 1 - +n! ;1
(1+x)™ @-x)™
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F6: fu(x)=x" = f(x)=-nx"" (fir alle n 2 1)

Induktionsanfang: n = 1: f;(x) = x*

1 1 X —(X+ AX)
, lim  f(x+Ax)—f,(x) im w1 Ax x lim  x-(x+ Ax)
= fi'(x) = = — = —
AX —>0 AX AX —>0 AX AX—>0 AX
AX
_im x (x+Ax) _ lim 1 __i__l_x—l—l
AX—>0 AX AX =0 X-(X+AX) x2

Induktionsschluss:

frea(}) = x M = x ™ = "

Mit Hilfe der Produktregel, des Induktionsanfangs und der Induktionsvoraussetzung folgt:

fn+1’(x) =- iz Cx M+ X-l_ (_ n_X'n-l) — . Xn-2 _ n'Xn-Z - (n+1)_X-n-2 qed
X
n) ., a'-n! .
F7: f(x)= = %) =(1)— (fiir alle n 2 0)
ax+Db (ax +b)™
a®- 0 1

Induktionsanfang: n = 0:  f9(x) = (-1)° = f(x)

(ax+b)°*  ax+b

Induktionsschluss:

a"-nl
(ax +b)™*

(9 = (O] = [(—1)“ } = (el {(axb) ™)

= (-1)"-a"n!-(-n-1)-(ax+b)"%.a = (-1)".a" .nl-(n+1)-(ax+b) ™2

1 @70 -(N+1)!

.e.d.
(ax +b)"? a

=(-1)
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X 1
F8: f(x)= = %) =(1)""2nl-———— (firallenx1)
2-X (x=2)™
Induktionsanfang: n = 1: f(x)= —— = - - X=2+2 4 2 =-1-2:(x-2)*
2-X X—2 X—-2 X—-2
1

= f(x) = -2:(x-2)%(-1) = (-1)**t 2.1 —=

(X) (x-2)"(-1) = (-1) x_2)

Induktionsschluss:

T D(x) = [P0 = [(-)™ 20l (x=2) "] = ()™ 2-n1(-n-1) - (x-2) 21

= (-1)™2.2:n1-(n+1)-(x-2) " = (-1)™2.2-(n+1)!- % g.e.d.
(X_2)n+
F9: f(x)=sinh(ax) = f®)(x)=a’"sinh(a'x) (fiir alle n 2 1)

e’ —-e”
Hinweis: sinh(z) =

Induktionsanfang: n = 0:  f29(x) = a®-sinh(a-x) = sinh(a-x) = f(x)

Induktionsschluss:

2™ (x) = [P"(x)]” = [a®"-sinh(ax)]” = a®"[sinh(ax)]” = aZ”-% [e™ - e®]"

— a2n_1 _[a_eax + a.e-ax], — a2n_1 _[az_eax _ az_e-ax] — a2n_1 .az_[eax _ e-ax]
2 2 2
=a’™2.sinh(ax)  g.e.d.
F 10: f(x) = sin(a-x) =  f®(x) = (-1)"-a®"sin(ax) (fiir alle n 2 0)

Induktionsanfang: n = 0:  f#9(x) = (-1)°-a?°-sin(ax) =sin(ax) = f(x)

Induktionsschluss:

eI () = [P"(x)]” = [(-1)™a*"-sin(ax)]” = [(-1)"-a*"-a-cos(ax)]’ = (-1)"-a*"-a? -[-sin(ax)]

= (-1)™*-a®*™2.sin(ax) g.e.d.
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Rainer Miller, Armin Moritz (Johanneum-Gymnasium Herborn)

G. Sonstiges Losungen
G 1: n Elemente kann man auf n! verschiedene Arten anordnen.

Induktionsanfang: n = 1: 1 Element lasst sich auf eine Art anordnen: 1 = 1!

Induktionsschluss:

Gegeben seinen die Elemente e4 bis e,. Diese lassen sich nach Induktionsvoraussetzung
auf n! Arten anordnen. Nun kommt ein neues Element en.1 hinzu. Fir die (n+1) Elemente
stehen (n+1) Platze zur Verflugung. Das Element en.+1 kann zunachst auf irgendeines
dieser (n+1) Platze gesetzt werden. Fur die restlichen Elemente e4 bis e, stehen nun
noch jeweils n Platze zur Verfugung. Daflr gibt es nach Induktionsvoraussetzung n!
Maoglichkeiten. Insgesamt gibt es also flr alle Elemente e4 bis ep+1 (n+1)-n! = (n+1)!
Maoglichkeiten. g.e.d.

nin-3
G 2: In einem konvexen n-Eck (mit n > 3) gibt es % Diagonalen.
Induktionsanfang: n = 3: In einem Dreieck gibt es keine Diagonalen.
Es ist M =0

Induktionsschluss:

Nach Induktionsvoraussetzung kdnnen in einem
konvexen Vieleck mit n Ecken insgesamt
0,5-:n(n-3) Diagonalen gezeichnet werden.

Ein konvexes Vieleck mit (n+1) Ecken entsteht aus
einem konvexen Vieleck mit n Ecken, indem eine
zusatzliche Ecke hinzukommt. Diese zusatzliche
Ecke kann mit allen Ecken des konvexen (n+1)-Ecks mit einer Diagonalen verbunden
werden, ausgenommen mit sich selber und mit den beiden Nachbarecken, d. h. es
kénnen von dieser neuen Ecke aus (n+1) — 3 neue Diagonalen gezeichnet werden.
Aulerdem kdnnen die beiden Nachbarecken dieser neuen Ecke erstmals durch eine
Diagonale verbunden werden, d. h. es kommt noch eine Diagonale hinzu. Zu den schon
vor vorhandenen 0,5-n(n-3) kommen also noch einmal (n+1) —3 + 1 =n — 1 neue
Diagonalen hinzu, also insgesamt 0,5-n(n-3) + n — 1 = 0,5:(n?> = 3n + 2n — 2)

=05(n?—n-2)=05(n+1)n-2)= N 1)-[(; +1)-3]

g.e.d.
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G 3: Eine Gerade zerlegt die Ebene in zwei Gebiete.

nZ+n+2

n Geraden konnen die Ebene hochstens in T Gebiete zerlegen.

Indunktionsanfang: n = 0;: Keine Gerade, d. h. das Gebiet wird nicht zerteilt, also

1

2
verbleibt 1 Gebiet und es ist: 0°+0+2 _

Induktionsschluss:

Nach Induktionsvorausetzung kénnen n Geraden ein Gebiet

o n>+n+2
in hochstens 5 zerlegen.

Eine neu hinzukommende (n+1)-te Gerade kann jede der bisher
vorhandenen n Geraden hdchstens einmal schneiden.
Dabei verlauft diese neue Gerade durch maximal (n+1) Gebiete,

die dann durch die neue Gerade in jeweils 2 Teilgebiete auf-
geteilt werden, d. h. es kommen maximal (n+1) neue Gebiete hinzu.

nZ+n+2 N +n+2+2n+2

Maximalzahl aller Gebiete bei (n+1) Geraden: R tn+1= 5

n>+3n+4 _ (n+1)*+(n+1)+2

5 5 g.e.d.

G 4: Die Winkelsumme der Innenwinkel in einem konvexen n-Eck (mit n > 3)
betragt (n-2)-180°.

Induktionsanfang: n = 3: Die Summe der Innenwinkel in einem Dreieck betragt
bekanntermal3en 180° = (3 — 2)-180°.

Induktionsschluss:

Sei nun ein Dreieck gegeben mit (n+1) Ecken. Betrachten zunachst ein Dreieck mit n
Ecken, welches entsteht, wenn aus dem Dreieck mit (n+1) Ecken eine Ecke
Ubersprungen wird:

FUr das Dreieck mit n Ecken betragt die Summe der Innenwinkel
nach Induktionsvoraussetzung (n — 2)-180°.

Die Summe der Innenwinkel im Dreieck mit (n+1) Ecken mussen
zur bisherigen Summe der Innenwinkel lediglich noch die drei
Innenwinkel des neuen Dreiecks hinzugefugt werden, also 180°.

Gesamtsumme aller Innenwinkel im Dreieck mit (n+1) Ecken:

(n—2)-180° + 180° = (n — 1)-180° q.e.d.
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G 5: Die Potenzmenge einer n-elementigen Menge (n > 0) enthélt 2" Elemente.

Induktionsanfang: n = 0: Eine Menge mit 0 Elementen kann nur die leere Menge { }
sein. Die Potenzmenge der leeren Menge P({ }) enthalt nur
eine einzige Menge, namlich die leere Menge: P({}) ={{} },
d. h. sie enthalt genau ein Element; 1 = 2°.

Induktionsschluss:

Sei Mn+1 eine Menge mit (n+1) Elementen ey; ...; en+1. Betrachte dazu die Teilmenge M,
mit den Elementen eq; ...; en. Die Potenzmenge P(M,) dieser Teilmenge enthalt nach
Induktionsvoraussetzung genau 2" Elemente, diese seien mit T(1); ...; T(2") bezeichnet,
d. h. P(M,) ={T(1); ...; T(2")}.

Um die Potenzmenge von M,.1, also alle moglichen Teilmengen von My+1 zu erhalten,
kann die Potenzmenge von P(M,) verwendet werden, denn diese ist eine Teilmenge von
P(Mn+1). Dazu kommen noch alle mdglichen Teilmengen, die auch das Element e+
enthalten. Diese erhalt man dadurch, indem jedes Element von P(M,) mit dem Element
en+1 vereinigt wird: T(1) U {en+1}; ...; T(2") U {en+1}.

= P(Muy) ={T(1); ...; T2"); T(1) U {en+1}; ...; T2") U {en1} }-

Die Anzahl der Elemente von P(M,.+) betragt daher 2" + 2" =2:2"=2""1  q.e.d.

G 6: Schubfachprinzip: Werden n Objekte in k Facher gegeben ( mit k < n), dann
enthalt mindestens eines der k Facher mehr als ein Objekt.

Die n Objekte werden nun nacheinander auf die k Facher verteilt, wobei in jedem Schritt
auf die Behauptung geachtet wird.

Induktionsvoraussetzung: Der erste Objekt wird in ein beliebiges Fach gelegt, damit ist
ein Fach belegt. Fur das zweite Objekt gibt es nun zwei Moglichkeiten. Wird es in das
bereits mit einem Objekt belegte Fach gelegt, dann ist die Behauptung bereits erfullt. Wird
das zweite Objekt allerdings in ein noch leeres Fach gelegt, sind damit zwei Facher mit
jeweils einem Objekt belegt.

Induktionsschluss:

Nach Induktionsvoraussetzung seien nun m (m < k) Facher mit jeweils einem Objekt
belegt. Fur das (m+1)-te Objekt gibt es nun zwei Méglichkeiten. Wird es in ein Fach
gelegt, dass bereits mit einem Objekt belegt ist, dann ist die Behauptung erfullt. Wird das
(m+1)-te Objekt allerdings in ein noch leeres Fach gelegt, sind damit (m+1) der k Facher
mit jeweils einem Objekt belegt.

Dieses Verfahren wird fortgeflihrt bis m = k. Nun sind alle k Facher mit jeweils einem
Objekt belegt. Da aber n > k, gibt es noch Objekte, die verteilt werden mussen. Das
(k+1)-te Objekt muss nun in irgendeines der k Facher gelegt werden. Da aber jedes
dieser Facher bereits mit einem Objekt belegt ist, besitzt dieses nun gewahlte Fach
genau zwei Objekte. Damit ist die Behauptung bewiesen.
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G 7: Kleiner Satz von Fermat:
Fur eine Primzahl p und einer natiirlichen Zahl n
mit ggT(n,p) =1 gilt p | n*"-1

Beweise zunachst folgende Beziehung:

G6* Fiir eine beliebige Primzahl p gilt: p| (nP = n) fiir jede natiirliche Zahl n > 1

Beweis durch vollstandige Induktion:

Induktionsanfang: n =1:  1°—1 = 0 und fiir jede Primzahl p ist p| 0 = 17 — 1

Induktionsschluss:

zu zeigen:  p|[(n+1)° — (n+1)]

Beweis:

. : ’ E(P) o« L (P)o . (P
Esist (n+1)" —(n+1) Z n“1"* - (n+1) = n“+| " n°+|" [n°"-n—-1
k=0 o1\ K 0 P

=n°-n+ 2[ Jnk
k=1 k

Nach Induktionsvoraussetzung ist p| (n° — n)
!
Die Binomialkoeffizienten sind bekanntlich immer naturliche Zahlen: [i] kl(p—k)
p
Der Zahler enthalt p als Faktor. Da p eine Primzahl ist, die grofer als k und als (p-k) ist
fur alle Summanden der Summe, kann p nicht weggekurzt werden.

Daher ist p| [p] und damit auch p| (Ejnk fur jeden Summanden der Summe.

Weil nun p| —n) und p| Z( ] , ist p auch ein Teiler der Summe beider Ausdricke,
d.h. p|nP—n+ Z(k]nk , also p|[(n+1)° = (n+1)] q.e.d.
k=1

Beweis des kleinen Satzes von Fermat:

Esist (n"°—n)=n-(n""-1). Nach Satz G 6*istp |n°—n und da p eine Primzahl ist,

git p[n v p|(™'-1)

Da nach Vor. ggT(n,p)=1 = p| (n""=1) q.ed.
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G 8: Fir folgende Zahl im Zweiersystem gilt:

2.(4" 1)
1010...10102) = 3 , wobei die Zifferngruppe ,,10“ im Zweiersystem n-
mal hintereinander vorkommen soll.

1
Induktionsanfang: n =1: 10 = 214+20=020= %‘1)

Induktionsschluss:

10101010...1010. = 1010...0¢2) + 1010...1010 = 22" + 2.4 1)

3
< P> < <4+“—>
(n+1) _“10“ 2n _“O“ n _“10“
=2-4”+g-4”—2=g-[3-4”+4”—1]=3-(4-4”—1)
3 3 3 3
2
=Z.(4™" —1 ed.
3 ( ) q
n(n—1)
110 1n -
G9: FiurdieMatrix A={0 1 1| gilt: A"=AeAe...eA=|0 1 n
0O 0 1 0O 0 1
n-Stiick (fur alle n >1)
1-(1-1
11 (2 ) 110
Induktionsanfang: n=1: A'= |0 1 1 =0 1 1|=A
00 1 0O 0 1
Induktionsschluss:
1 n n(n2—1) 110 1 n n+n(n2—1)
A"T=A"A=|0 1 n 01 1|/=(0 1 n+1
0 0 1 0O 0 1 0 0 1
2 2
1 2n n°-n 1 n NN 1 n (n+1)-n
2 2 2 2
=10 1 n+1 =01 n+1 |=|0 1 n+1 g.e.d.
00 1 00 1 00 1
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G 10: FUr die Matrix A =

A" = AeAe. . oA =

n-Stuck

Induktionsanfang: A = [ 0

Induktionsschluss:

1 0
A" =A"A=|0

1

0

1

0

1+(-1)"

o O B
R O O
o = O

0

1+(-D"

gilt:

0
1-(=1"

2

1-(-0"

2
1+ (-D"

2

0

1+(-)' 1-(-D'

2

0

2

1-(-1)' 1+ (-1

2

2

0
1-(=0"

2

1-(=D"

2
1+(-1)"

2

1 0 0

l+ (_1)n+1 1— (_1)n+1

2 2
0

1_ (_1)n+l 1+ (_1)n+l

2 2

2

2

o O B
= O O

g.e.d.

o O

o » O
I

(far allen>1)

= O O

1

0

© + O
I
>

0
1-(=0"

0
1+(-1)"

2
1+(-D)"

2
1-(=0"

2

2
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1 -1 1
G 11: Furdie MatrixA=| -1 1 -1] gilt:

1 -1 1
1 -1 1
A= AeAe. . eA=3"11 -1 1 -—-1|=3"tA (fur allen>1)
1 -1 1
n-Stick
1 -1 1 1 -1 1
Induktionsanfang: n=1: A'=3'1|-1 1 -1|=|-1 1 -1|=A
1 -1 1 1 -1 1
Induktionsschluss:
1 -1 1)(1 -1 1 3 -3 3
A"t =pAnA=3"11-1 1 -1|]{-1 1 -1|=3"%/-3 3 -3
1 -1 1/11 -1 1 3 -3 3
1 -1 1
3.3 (-1 1 -1|=3"A g.e.d.
1 -1 1

http://www.eMath.de


http://www.eMath.de

G 12:
Induktions-Anfang:n=1: z1=1 = ;> 1
Induktions-Schritt:

Es gelte die Induktions-Voraussetzung;:
Sind n Zahlen x; > 0 [i = 1; 2; ..., ; n] gegeben mit x; - ... -z, =1

= T+ ... +x, >N

Zu zeigen:
Sind n+1 Zahlen z; > 0 [i =1; 2; ...;n; n+ 1] gegeben mit 1 - ... -z, - Tpyq =1

= 11+ ...+x, +201 >n+1

Beweis:

Fir n+ 1 Zahlen mit o; > 0 [i =1;2; ...;n; n+ 1] gelte 1 - ... -2 - xpy = L.
Die Zahlen x; seien der Gréfle nach angeordnet, also x1 < x9 < ... < 7, < ZTpaq-
Dann gilt z; < 1 und 2,47 > 1 (sonst wéire das Produkt der Zahlen nicht 1).
Anders geordnet gilt (1 - zpy1) - 2o .o -2, = 1.

Nach Induktions-Voraussetzung gilt fiir dieses Produkt aus n Zahlen, dass fiir die
Summe dieser n Zahlen gilt:

X1 Tpy1 + X2+ o+, > 0 | — 21 Tpia

o + ... + 1,

v

n — Ty Tpgy |+ 21 + 2
=
Ty + T2 + ... + Ty + Tptr N+ T4 + Tps1 — L1 Tt
n+ax-(1—xp01) +Tpp —1+1
=0

(AVARVS

v

n+ (tpy — 1)-(1 —x1) +1

>0 >0

> n+1
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