Vektorprodukte, Abstandsaufgaben,
Lagebeziehungen, Winkelberechnung — Wann
welche Formel?

Von Florian Modler

Dieser Artikel soll helfen, auseinander zu halten, wann man welche Formel matigisehe
Geometrie benutzen muss. Besonders bei Abstandsaufgaben kann man schnell durcheinande
kommen, da man hier immer tberlegen muss, ob man sich adeR im R befindet.

Weiterhin soll dieser Artikel alle wichtigen Formeln zusammenfassererdaf bietet dieser
Artikel die Herleitung und Beweise aller Formeln. Diejenigen, die nur an demeffor
interessiert sind, kbnnen dies Uberspringen.
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1 Die Vektorprodukte
1.1 Das Skalarprodukt

Definition (Skalarprodukt):

Unter dem Skalarprodukt der Vektorarundb versteht man das Produkt
asb=|a||b|cos

Dabei bezeichnet der Winkel die Grol3e des (nicktstbmpfen) Winkels, den zwei an einem

Punkt angetragene Reprasentanten @amdb einschlieRen.

Fallunterscheidungen:

Wir wollen nun einige Fallunterscheidungen fur gaestimmte Winkel treffen:

Falll:a=0
Da cosO= lgiltasb=h b 2 & } |
Ist zudema=b , folgt;

as a=|a|2= a2+ g%+ a0

Fall 2: a =180
Da cos180=- 1giltasb=4& Pe|« B- 4 H <4(

Fall 3:a =90
Da cos909= 0 giltasb=|a||bl 0= 0

Den folgenden Sachverhalt macht man sich immerevied nutze:

Zwei Vektorena und sind zueinander agonal (senkrecht) genau dann, w
a b=0 gilt.

Die eine Richtung dieses Satzes (Zwei Vektoren sitltbgonal zueinander, wera» b=0),
haben wir eben bewiesen.
Die andere Richtung lasst sich wie folgt beweisen:

Aus a+b=|a|jb |cog = 0 folgt, wenmft |0 b | 0, dassac= 0 sein muss
Dies ist nur fira = 90 der Fall, da wir vancht tberstumpfen Winkel ausgeh
Und beia = 90 stehen die Vektoren senkrecht!

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist genau dann 0, wenn die Vektorereskrecht
aufeinander stehen!




Wir haben am Anfang die Definition des Skalarpradwngegeben. Wie man darauf kommt,
soll jetzt behandelt und untersucht werden.

Dazu betrachte man filr< a < 9¢° folgende Zeichnung:
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Abb. 1 Projektion eines Vektors (1. Fall)

Der Vektorb wurde auf den Vektar zu ein Vektorh, projizieri
Damit gilt:

asb=a-(h+h)

asb=ash+a b

a+b=|allly [+0
Des weiteren betrachten wir den Fall i0° <a <180 :
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Abb. 2 Projektion eines Vektors (2. Fall)
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Nun kann man bei beiden Fallen, bei dem 1. Fallairfeall den Kosinus anwenden:

Ankathete
Hypotenuse

Kosinus=

1. Fall:

AuRerdem gilt: cog = ll% II - B =8 |cos

Einsetzen liefert dann:

a*b=| a||b|cosr
2. Fall:
Da aul3erdem gilt:

cos(180-a F ll% ||

b, |

~cosa =2 < |b, ¥~ p |cos
bl

Einsetzen liefert dann:
a*b=-|a||b|co&

Definition (Projektion):

Der Vektorb, wird als_Projektionsvektdsezeichnet und ist der Vektor, dessen Vertreter ma

durch senkrechte Projektion eines Vektors Bom die Richtung eines Vertretees erhalt.




Berechnung des Skalarprodukts:

Man erinnert sich daran, dass der Kosinussatz #ifiekels im Kosinussatz der
Trigonometrie vorkommt. Daher liegt es nahe, die€Setz auf das Dreieck anzuwenden,
welches von zwei Vertretern zweier Vektoren gebildied, die an einem Punkt angetragen

sind. Die dritte Seite kann durchb erfasst werden:

Wir driicken nun die Lange der dritten Seiten, ase b| aus

1) mit Hilfe des Kosinussatzes
2) mit Hilfe der Koordinatendarstellung

Dla-bl2=la|* b |> 2k [b |cos= g 42b 42 &b

~ [(a~h
2) Esista—b=| a— b | . Weiterhin gilt:

a, — b,

|a-b|2= (a-h)+ (3~ h) (a- b= (a> 2abr PF (3> 23 P
+@2-2ab+ )= (a2+a,7+ a2+ (h+ b2+ b))~ 2(ak+ ab+ 3b)
=lal2 |b|>= 2@h+ ah+ ah)
Vergleich der beiden Darstellungen vaa-{b |2 ergibt:
asb=ah+ah+ ah

Beispiel:
-1 12
a=|2 |:b=|-4
2 3
-1\ (12
asb=|2 |o| -4|=-12- 8+ 6= 1«
2 ) (3

Gesetze des Skalarprodukts

Da das Ergebnis beim Skalarprodukt kein Vektordsom eine Zahl ist, scheiden das
Assoziativgesetz, das Neutralitatsgesetz und deesditatsgesetz fur die Gesetze des
Skalarprodukts aus.

Das Assoziativgesetz kann schon daher nicht gedesm das Skalarprodukt ordnet zwei
Vektoren eine Zahl zu. Somit ist scham (bs ¢) sinnlos.

Die Gleichungeras n=a (Neutralitatsgesetzfua» n= n(Inversititsgesetz) sin
sinnlos, weil links ein Skalar und rechts einVeldtaht.



Satz: (Kommutativgesetz)

Fur allea pOV gilt:as b= b a

Beweis:

1.Mdglichkeit:

a*b=|a|lb|cosr=p |p |cas

Dieser Beweis erfolgt mit Hilfe des Konutativgesetzes der reellen Zah
2 .Moglichkeit:

asb=3ah+ah+ah= bat ba+ hbe v a .ged

Fur aller sUR und fur alle bOV  gilt: @) $bF rs@ a

Bewels:
ra, | (sh

(ra)e (sB=| ra |*| sh|=(ra(sh+( ra( sh+( ra( sp
ra; ) {sh,

=rs(ah)+rgahb)+ r§ah= r6 apr ab ap= (s*b)a .qe

Satz:

Fur aller OR und fir alle hOV  gilt: @ 9b=r & b

Dies ist ein Sonderfall fir s=1 und wird gemischAasoziativgesetgenannt.

Satz: (Distributivgesetz)

Furalleap cOV gilttalr o= a b a «

Bewels:

L a b+g

a(b+g=| a sl b+tc(=abt 9+ g b+t 9+ 4 B ¥
a) (b+g

=ab+ag+ab+ act alr a¢= & b a ¢  ged




1.2 Das Vektorprodukt

Vielleicht habt ihr schon oft einen Vektor gesuatdr auf zwei Vektoren senkrecht steht.
Zum Beispiel als ihr aus einer Parametergleichungrd&Ebene eine Normalenform
bestimmen wolltet oder als ihr die SchnittgeradeiewEbenen, in Normalenform gegeben,

berechnen wolltet. Hierzu mussten folgende Bedigguarerfiillt werdenas n=00be n=0.
Nun wollen wir dies allgemein I6sen:

l.an +a,n,+an=0Ch)

I.bn, +b,n,+b,n,= 0] 3

l. -ban-ban-hban=0

” 'blnla3+b2n2a3+ Qrkaszo

(-ab,+ah)s n+(-ah+ ahe+ n=0

= (b -ab)* n+(ab- abe+ n=0

Diese Gleichung kénnen wir sehr einfackwah erflllen, indem w
n=k(ah-ab)On=Kab- ab setzen, denn
k(ah-ab)(ab-aBh=(3hk ah kab ap

Um nun den zugehdrigen Wert von  zu ermitteln,esetzir die Ausdriicke von, [In,
in die erste Gleichung des LGS ein. Damit erhalten

ak(ah-ah)+ akah- ab+ ag0

an=-k(gaah- gabh+ gd-aab)=-ka(-aQ+ gh= ki ab ap

- n,=k(ah-ah.

Durch Einsetzen in die beiden Gleichungkes Systems kann man bestétigen,
n,n, 0On, in jedem Fall das LGS erfillen, auch wenr 0.

Wir erhalten also:
~ (ab-ab
n=k| ah— gl |. Die Zahl k ist nur fur den Begriff des Rechtseys$ und des
ab, - ah
Linkssystems relevant. Fér> 0 bilden dfektoren ein Rechtssystem, Kik 0
Linkssystem. Esilj also:
~ (ab-ab
axb=| ah-ah |
ab,-ah



Definition (Kreuzprodukt):

Unter dem Vektorprodukt zweier Vektorenb[\, versteht man den Vektor:

_ [(ab-ab
axb=| ah-ah |
ab, - ah

Wir miissen uns nun klarmachen, welche geometri8edeutung der Vektaaxb hat.
Wir kénnen bereits die Richtung und die Orientierdies Vektoraixb : Er steht adén
beiden Vektoren senkrecht udiése drei Vektorea b0ax b bilden in dieseeihenfolge
ein Rechtssystem. Wir wissen aber noch nichts dieecdnge des Vektomsx b

laxb|2= (ab-ab)>+ (ah- al)> (ab- abP= ( ah> 2 adb, +(ab)y
+(a;h)*-2a,hab+ (ah)*+ (ahP-2abal ( 3~

Wir addieren und subtrahieren nun gleieitig die fehlenden Quadratal§y )a,b )xdur
(a;b,). Das Ziel dieser Umformung werden wspater sehen!

laxb|2= (@h)2+ (ah)> (ak)> (ab> (ab> (abh> (ah> (al?
+@&h)-[(ah)?+(abh)?+(ah?+23hak-2 gbak 2 abab

Den nachsten Schritt kann man besser verstehem man die Umformung rickwarts
macht:

laxb|2= (3 2+ a2+ a2)(R> B2 R (ab+ gabr ah?
laxb|?=|a|3 b |> @ by
laxb|2=|a|3 [b|* Ja |2p |2coe? (Definition des Skalarprodukts)
|laxb|2=|ape |b|2(1- cosé ) (Ausklammern)
laxb|2=|a|3 |b|2sing (Formelsammluetglit: sin&r+ cos# = 1
"trigonometscher Pythagoras".
sing+ cogf= 1= sia*= -1 cas? .)
laxb|2= (lal [b|simr )2
laxbE|al [b|simr .

Satz:

Fiir beliebige Vektorea b1V, istx b derjeniyfektor, fiir den gilt
1]axbklap |b|sim

2)axbOalax bd b

3)a,b0ax b bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.




%

Abb. 3 Das Vektorprodukt zweier Vektoren

Falls die beiden Vektoren kollinear sjrgilt  =0° odera = 180 .

In beiden Fallen gilt sin0= sin18& 0; dafisrdann gxb 3 0 und somit au
axb=0.

Ist das Vektorprodukt O, so sind die beiden Vektoren linear abhangig, alscokinear!

Nun wollen wir, wie wir das auch beim Skalarprodg&tmacht haben, Fallunterscheidungen
vornehmen:
DO <a< 90

Da sinazl%l - h=|b |simr , gil

A(P)=| a| h=| al* [b|simr .

L

N
f -l | 1
I'l_"‘.._l—l-._.. —_— 3

Abb. 4 Erst Fallunterscheidung

1)90° < < 180

. h . h = :
Da sin(180-a F—= sim=— = h=h |sia , qgil
|b] b ]
A(P)=| a| h=| al* |b|sinr .

bh-z N | & ".‘-

T Y
| n %

L] f\”-r"\. ty
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Abb. 5 Zweite Fallunterscheidung
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Die Gesetze des Vektorprodukts

- Kommutativgesetz:

Vertauscht man imxb die beiden Vektoren,bildenbx a ,all b ein Linkssystem, ans
eines Rechtssystems. Daher gilt das Kommuativgeestx/ektorprodukts nicht!
Beispiel:

1 -3
a=|0 ;B: 2
-1 1
1 -3 0+ 2 2 - 1 -2 -
axb=[0 |x|2 |=|3-1|=| 2| bxa=| 2 |x| O|=| + 3 |=| -
-1 1 2-0 2 1 - G 2 -
- Alternativgesetz:
Satz:

Firr allea b0V, gilt:bx a= - (& b)

Beweis:

ab-ab) (-ab+ab) (ab-ah

~(axb)=-| ah-ah |=|-ab+ akh|=| ab- ab/= .
ab-ah) (-ab+ ah ab- ab

ged .

- Neutralititsgesetz und Inversitatsgesetz:

Daaxb auf den beiden Vektoren senkrecht steht unt-weiRer dem Nullvektor -
keinVektor auf sich selbst senkrecht steht, kanke@s neutrales Element geben.
Folglich gelten das Neutralitdtsgesend das Inversitatsgesetz fir das tdgirodukt nicht

- Assoziativgesetz:

Wenn das Assoziativgesetz gelten wiirdésste die Gleichungakb x)c= ax bk ¢
erfullt sein. Das dies nicht der Fall ist, konnein an einem Beispiel belegen:

1) (1) (0 0) (1) (1) (0 (1 (1 3
[11(x|1(]x|1|=0x|1|=|1|x[1|x| 1|]=| 1|x|-2|=| O
1) (1) |2 2) (1) 1) (2 1 -

10



- Gemischtes Assoziativgesetz:

Satz:

Fir aller sOR und firall@ bOV, gilt:a® $bF rs & b

Bewelis:
o {rai m [(raz)(sm—(rag)(s@J [rw@— @9}
(ra)x(sh)=| ra |x| sh|=|(ra)(sP-(rd( sh |=| sap ap
ra; ) \sh,) ((ra)(sh)—-(ra,)(sh) rfab- abh
[azba-asbz} o
=rs| ah—ab [=rs(axb). ged.
ab,-ab

- Das Distributivgesetz:

Satz:

Firallea b cO\, gilt: ax (br cF & b & «

Beweis:

a) (bh+qg) (a(+c)-a(b+c) ah- ah 3G g
a, x| b+c, = a(h+g-alh+ g |=| ab ab|+| a¢ ag
a) \b+c) (a(b+c)-a(h+ g ab- ah aG- 3

—axb+axc ged .

11




1.3 Das Spatprodukt

Betrachten wir folgende Abbildung:

i Ty
Abb. 6 Darstellung des Spatprodukts

Es gilt: @xb)s c=|(ax b)} |c|coy .
Das VektorproduktE(XB ) ist die Mal3zahl des Flacheninhakes/dn den beiden
Vektoren aufgespannten Parallelogramms. Eine Lange mMla@rahh = E | cog

erhdt man, wenn man den Vektor in Richtung v@nb  hineinprojizier
Diese Lange ist die Hohe des von den drei Vektoren aufgaspaikarpers, der von sechs
paarweise zueinander parallelen ebeneréldan Form von Parallelogrammen begtemizd.
Man nennt einen solchen Korper Parallelflach oder Spdig #\ebildung 6).

Die in der Abbildung 6 dargestellten drei Vektoren bildenRechtssystem. Darunter
verstehen wir in solchen Fallen Folgendes: Wahlt man digiovena b ¢ mit
gemeinsamen Anfangspunkt, so weist der Vertretercvon  setlesm Halbraum

der vona b aufgespannten Ebene di Vertreter voraxb , der am gleichen Punkt
angetragen ist.
Fur die Inhaltsmaf3zahl des Parallelflachs (Spat) giltesein Fall:

V = Ah=| ax b|| c|cog’= (& b} ¢

mit h=|c|coy .

12



Satz:

Bilden drei linear unabhéngige Vektorarb, c0\, ein Rechtssystem, so gilt fiir c
Inhaltsmal3zahl des von den drei Vektoren aufgespanntést Spa
V.., =(axbec

pat —

Vertauscht man im Produkakb <X  die Vektoren, so énmin wegen
bxa=—(axb: (bx 9+ =—(a b ¢

Bilden a,b,c ein Rechtssystem, so bildbra ¢ejn Linkssystem; das zugehdérig
Spatpodukt ist dann negativ, daxb  negativ wird.

Sind die drei Vektorem b ¢ linear abhaggalso komplanar, so "klappt" das S
"zusammen", es gilt alsoakb = 0.

Das heil3t ist das Vektorprodu®, so sind die beiden Vektoren linadhangig.
Ist das Spatprodukt 0, so sind die Vektoren kongslan

Satz:

Gilt (axb)* ¢>0, so bildena b ¢ ein Rechtssyste
gilt (axb) c=0, so sina p ¢ komplanar,

gilt (axb) c<0, so bildena p ¢ ein Linkssystem

Wenna b ¢ ein Rechtssytem builden, bilderch b,c,al ¢, a, b ein Rechtssyte

Satz:

Firalleab cOV, gilt: @by = (x ¢ & (& & |

Ist das Spatprodukt O, so sind die Vektoren linear abh&ngig und damit komplanar

13




Die im Spatprodukt auftretenden Vektoreib ¢ , sirst &ryklisch vertauschbar".
Wendet man beiaxb ¢)c= kx c+) a rechts das Kommutativgesetszaergibt sich:
(axb)s c= as (bx 9.

Es kommt leim Spatprodukt also nicht darauf an, welche deir'dektoren man durch
das Vektorprodukt verknupft; man kann die beiderkW@pfungszeichen also versahnen
wenn man den Zyklua b,c, bei behalt.

Daher hat man fir das Spatprodukt eine abkirzendeiBuweise eingefuhrt.

Definition:

Fur allea b OV, gilt: @,b,c),, (& by ¢

Koordinatendarstellung des Spatprodukts:

L azbs,_asbz C,
(axbec= ah-ah || ¢|= 3ab¢e abg abe abg apf Aabc
ab-ah) (g

Wir behandeln zunachst ein Beispiel, delm fihren wir eine andere Schreibwesge
Namlichdie der Determinante und die Regel von Sarrus.

Beispiel:

2 1 -2
a=|-1|;b=|1 |;c=|2
3 -2 3
Bestimme also:gxb 9 ¢ .
2 1 -2 2-3) (- - -
1-1|x|1 []o| 2 |=|3+4]e| 2 |=| 7
3 -2 3 2+ 1 3 3

2 =214 & 25
3
2:1.-2|2:1
(a,bo=|-112|-11
3;,-2;3/3-2
=213+ 23+ 2 D 23423 2 23-(A 6 6
+6+8+ 3= 25.
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Allgemein gilt:

Abb. 7 Dreireihige Determinante

Um dies genauer zu erklaren, schreiben wir diedreatsten Spalten der Determinante noch
einmal neben die Determinante.

\\ “‘;‘thk\ . by
Lo b s f*'\\

Abb. 8 Losung mit Hilfe einer dreireihigen Deteriairie

ke w
|

Die positiv zu nehmenden ,Hauptdiagonalenprodukteh links oben nach rechts unten)

sind danna,b,c,, a,hcd ahc
Die negativ zu nehmenden ,Nebendiagonalenprodyktai rechts oben nach links unten)

sind dann:a,b,c, abcO ahg

Es gilt also:

(abo=ahc+ abc+t abe abe abe ah.
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2 Winkelberechnungen
Um Winkelaufgaben vollstandig berechnen zu kénnaigsen wir drei Falle unterscheiden:

* Winkel zwischen zwei Geraden
* Winkel zwischen zwei Ebenen
* Winkel zwischen einer Geraden und einer Ebene

Wir vereinbaren vorher, dass wir unter dem Winkeikszhen zwei Geraden, zweier Ebenen
und einer Geraden mit einer Ebene den kleinstayeschlossenen Winkekrstehen.

2.1 Winkel zwischen zwei Geraden

a)

N

e -

Abb. 9 Winkel zwischen zwei Geraden (Fall a))

Mit Hilfe der Definition des Skalarprottts as b=|a|[b |cos kdnnen w
durch aquivalente Umformungen den Winkel berechnen:

_asb
lallb]
Dies setzt aber vorraus, dass fur den Winkel falgsrgit: 0 <a <90°.

Somit ista b> 0.
Es kann aber auch folgender Fall auftreten:

b)

>4 Hy

Abb. 10 Winkel zwischen zwei Geraden (Fall b))

Nun ist der Vektora entgegengesetzt orientiert. Folglich miissen wir @egenvektor
verwenden. Somit gilt:

16



-asb

lallb|
Wenn as b< 0, dann schlieRen die Vektoren einen stumpfen WiakelWenn man aber den
Gegenvektor verwendet gilt wiedeosa > 0.

2o b

Eine andere Schreibweise fiir das Minugzen in cosr :L ergibt sich,
wenn wir Betragsstriche setzen:
_lasb|_,a* b
= ==
lallo| “la]lb|

Fur den Fall a) andert sich in diesem Fall nictiésyn cosr = ‘?E
a

Man fasst die beiden Falle zu eps liil% | zusammen.
a

c¢) Es gibt noch einen dritten Fall und zwar, werltiden Geraden und damit die beiden
Vektoren senkrecht aufeinander stehen. Dies isd®eder Fall.

Somitistas b=0. Aber auch diese Formel passt zu dem Fall c), ¢&~0!

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen:

Satz:

Sind die beiden Geraden, zwischen denen der Sefmrkttl berechnet werden soll, in
Parameterform gegeben, so kann man den Winkebigiéeider Formel berechnen:

asb
Sa:|ﬁ
lallb]

17



Beispiel:
Wir behandeln ein Beispiel:
2 2 2 1
Gegeben sg  durck= +r uhd dunch 294- | 2.
-3 -1 -3 2
Da die gegebenen Ortsvektoren tUberemmsten, schneiden sich die beiden Gere
in dem PunkP (2;2 33

Es qilt:
2 (1
asb=|1 || -2|=2-2-2=-2
-1) (2
laEV4+2=V6p¥V 1k 4 &£V & 3
-2
COSO’=|—
aﬁsl

Sind zwei Geraden;gind g (im R2) durch Normalengleichungen gegeben, sarbhagtman
die Grof3e des Winkels zwischen den beiden Normaldoven; denn dieser Winkel ist
malRgeblich mit einem der beiden nicht Gberstumi¥ankel zwischen gund g. Das Ganze
wird sozusagen um 90° gedreht (siehe Abbildung 11).

Abb. 11 Schnitt zweier Geraden in Normalenform

Es gilt somit:cosa = M :
In1in, |
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2.2 Winkel zwischen zwei Ebenen

Sind die beiden Ebenen durch Normalengleichunglgegeso erhalt man die Grol3e des
kleinsten eingeschlossenen Winkels zwischen datebdtbenen ebenfalls durch die oben
angefuhrte Formel. Denn wir kdnnen wieder folgeAdbildung verwenden, die mit
Abbildung 11 in dieser Hinsicht Ubereinstimmt, ddiesGeraden keine Geraden, sondern
Ebenen darstellen sollen, die in den Raum hineisene

iy

- - f-'
1

Abb. 12 Schnittwinkel zweier Ebenen in Normalenform

Es gilt also auch folgende Formel, um den Schnitted der beiden Ebenen zu berechnen:

cosg =%
In [In, |
Satz:

Um den Schnittwinkel zweier Geraden und zweier Ebhan Normalenform zu berechnen,
wendet man folgende Formel an:
sa =| nen

co =R
In fIn, |
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2.3 Winkel zwischen einer Geraden und einer Ebene

Betrachten wir folgende Abbildung:

N = Ay |

Abb. 13 Schnittwinkel zwischen einer Geraden umgeEbene

Der zu berechnende Winkel ist nait  bedwiet.
Der Winkel 8 kann einfach berechnet werden. Daztabkten wir den

Normalenvektor und den Vektar ~der GezadSomit kdnnen wir folgende Form
anwerden:
cospf = & | .
lalln]
Weiterhin konnen wir an der Abbildungiéststellen, dasg+ = 9(
Somit gilt:

. asn ,
S|na:|Wl|,da cog= sim ,werm+fS= 90.
alln

Wir wollen den ZusammenhargpsS = sin(90- 4 F siar , wenor+ = 9(nun erklaren:
Dazu schauen wir uns Abbildung 6 an:

Abb. 14 Herleitung des oben aufgefiihrten Zusammagga

Wir sehen, dass damit giltosf = sin(90—- 4 F siar ,weno+ =9\

Satz:

o . . y o °n
Der Schnittwinkel einer Geraden und einer Ebenst Eish mitsina :||§T| | berechnen.
ajln
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3 Verschiedene Formen von Gleichungen von

Geraden oder Ebenen
3.1 Die Normalenform

Gegeben sei eine Gerade

MR

- -~ (2
Wir bestimmen zunachst einen Vektor 1 dafa= [3} senkrecht stel

ol e

- (-3
Wir multiplizieren nun die Gleichung der Gerademig n = (2 ]:

I

Xe =8

-3x+2y=8.

Herleitung:

Mit Hilfe des Skalarprodukt kdnnen wir die Umfornguim parameterfreie Gleichungen in
wesentlich einfacher Weise durchfiihren. Wir multiglren die Gleichungen skalar mit einem
Vektor, der auf der Geraden bzw. auf der Ebenersehtsteht.

Man nennt diesen Vektor einen Normalvektor.

B p 14
F 5 1

F L
- ' 5]
of ¥
| By i T
i ~ T
f .

Abb. 15 Normalvektor einer Geraden und Ebenen
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Hx=x+ta~ X n= %+ Nt ta == x & g ,denn ta a (

D)X= +ra+shbo % IE g m fa m Sb R % A .x N

denntas n= sk n= 0.

Warum funktioniert das Verfahren?

Das Verfahren funktioniert deshalb, da wir von Rehtung her eineNormalenvektor, von

der Orientierung einen zweiten Normalenvektor von der Lange unendlich viele
Normalenvektoren angeben kénnen.

Man nennt die Gleichunge n= x * n auch Normalengleichurgjner Geraden bzw. einer

Ebene. Dies gilt nur firr eine Gerade ifitRd fiir eine Ebene im®Rda wir sonst unendlich
viele Normalenvektoren angeben kdnnen.

Xsn=xe+ne (x %) =0

Zul)

Der RaunR, wird von den beiden Vektoran umd aufgespannt.

Jeder Vektor der Ebene Iasst sich also aus diesen beiden Vektoren erzeugen:
X-% =ta+ m

Wir missen zeigen, dasss 0 ist.

(X=%)*n=0 < (ta+rn)s n=0 t(a N+ r(r =0.

Wegenae n= 0 unche n#z O folgt= 0. Also gilt:

(X=%)* N=0« x- x=ta

Zu 2)

Analog qilt:

X=X = ra+ sbt+ tn

Wir missen zeigen, dass O ist.

(X—=%)* n=0 < (ta+sb+t)e =0~ ra n+ b i+ ¢n y=O.

Wegenae n=be n= 0 undn nz O folgt= 0. Also gilt:

(X=%)* n=0 < x- %= ta+ sb

Damit haben wir in beiden Féllen aus der Gleichumg = X, « n die Paramtergleichur
wieder hergeleitet. Wir haben also insgesamt gezeigt, dass durch jede Gleichung

der Formxes n=x+ n bzw. & % 9 n= 0 eine Gerade bzw. eine Ebene dargestellt
wird.

Untersdied liegt nur darin, dass der Vektor x,  bei einer Geraden zwei und
bei einer Ebene drei Koordinaten besitzt.

22



Normalenform:

Ist eine Gerade iR 2 und eine EbeneRndufch einen Punkt{,P mit dem Ortsvel

%, und durch den Normalenvektar ~ festgelegt, so gilt:

X* n=%+ nbzw. (x- x)* n= 0.

Beispiele:
1) Fur eine Gerade

Gegeben sei eine Gerade

L

- -~ (2
Wir bestimmen zunachst einen Vektor 1 dafa= [3} senkrecht stel

ol e

-~ (-3
Wir multiplizieren nun die Gleichung der Geraden g mi:t(2 ]:

- (-3 -2\ (-3 2\ (-3
Xe = ° +1 .
2 1 2 3 2
- (-3
xe| " |=6+2+te 0
2
-~ (-3
Xe =8
2
-3x+2y=8.
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2) Fur eine Ebene

1 1 2
g:x=|1|+r| 0 |+s| -3
1 -3 0

1. Bestimmung eines Normalenvektors anib [] n
1 2
0 [+n=00| -3|+ n= 0. Mit Hilfe des Kreuzprodukts kannmein Vektol
-3 0

gefundenn weten, der auf beiden Spannvektoren senkrecht steht!

1 2 0-9 -9 3
0 |x|-3|=|-6-0|=|-6/=-3 2
-3) (0 -3-0) (-3 1
3 1 3 2\ (3
~n=|2|,dal 0| 2= 3 & Oung- B|2|=6-6=0.
1 -3/ |1 0) (1

2. Multiplizieren der Gleichung der Ebene mit dewrialenvektor:
3 1) (3 1 3 2

xe|2|=|1]s| 2|+r| O || 2|+s| -3/+| 2
1) (1) (1 -3/ 1 0 1
3

Xe|2|=3+2+1
1

3X+2y+2z2=6
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Wir behandeln ein weiteres Beispiel:
Wollten wir eine Ebene in ParameterfoimNormalenform umformen, so mussten w

einen Normalenvektor finden, der auf beiden Spannvektoren senktrecht steht.
Dies kdnnen wir nun mit Hilfe des Vektorprdds durchfuhren:
Wir behandeln ein Beispiel:

1
Gegegben seien der Vektfbr: - |2 , und die beiden Spannvektoren
-2
-3 1
a=|1 |Ob=|-1|. Wir berechnen zunachst das Vektorprodektmkiden
2 2

Spannvektoren und erhalten damit einen Vektor, der auf beiden Spannvektorentgenk
steht!

-3) (1 4 2

axb=|1 |x|-1|=| 8|=2 4|.Wirwenden nun die Formei<{x)+n=0 an:
2 2 2 1
1 2 2
(Xx=|-2*| 4|=0= Xxe =-8
-2 1 1
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Man kann die Normalengleichung einer Bben drei verschiedene Formen schrejl
jede lasst sich geometrisch deuten:
1) Normalengleichung allgemein:

Die Normalengleichung lautet allgemeirs n=x *n bzw. (x— % )» n= 0
Da das Skalarprodukt 0 ist, sind die beiden Vektoren senkpeehg: [ n
(siehe Abbildung 1)

2) Mit n=bxc:
xe (bx Q=+ (bx 9
Determinantenschreibweisec b ¢ =) x (b, c). Dies bedeutet, dass die von

x,b, ¢ bzw. X ,b,c aufgespannten Spats inhaltsgleich sind. (siehe Abbildung 2).

3) Umschreiben von 2):

Aus xe (bxc)= %+ (bx ¢ folgt: (% ¥)» (I 9=0,alsok-x b c)F O
Dies bedeutet, dass die Vektoren linear abhéngig, also komplanar sind,
da Spatprodukt O ist. (siehe Abbildung 16).

i A
| . A 17 i £
1 ARy F I - =% P
’:':!qi.—l'_'_ _'__'___FP,J R - ._""/-._ .-:I -'IIl ] ] A i
n i ¥ S % ]
" i ', T A {
X II|' b Y S L !
b { L
2 [ :\ af N Yy B
f e /
[ i) !
o o 0
Hitd 11.3 Bild 114 Bild 115
Abb. 16 AulLY AHIR

Mit Hilfe von 2) kénnen wir nun eine andere Methode anwenden, mit der wir eine
Parameterform einer Ebene in Normalenform umschreiben kénnen:

}o (Bx_é) = go (_’bx_)()

Die Gleichungk b ¢ ¥ & b c) liefert zwei Determinaten. Wir

missen also die Regel von Sarrus zwemnavenden. Durch Ausrechnen der bei
Determinanten ergibt sichx23z+2y—- z+2x 6 y= 2- 6= 4 2 2 12

= 2X+4y+ z=-8. Auch so erhalt man dann die Normalenform:

2

xe| 4 |=-8. Dies sehe entsprechend so aus:
1
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Abb. 19 Berechnuhd der Normalénform mit Hilfe voet@mlﬂnanten
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Beispiel:

Gegeben seien die Puni&e <1, 3R): ( 2;000;2;-2).

Die Ebene, die durch diese drei Punkte aufgespannt wird, soll in Normalenfgefioumt
werden.

Zuerst wahlen wir uns den Purkt , genauer denvékter zum PunkA als
Stutzvektor und erhalten die Ebene:

1 -2) (1 -2\ (1

g:x=| =3[+t 0 || -3[]+r[ 0 |-|-3|]
2 1 2 1 2
1 -3 0

e:x=|-3|+t| 3 |+r| 5
2 -1 -4

1. Mdglichkeit: mit Hilfe des Kreuzprodukts:

Diese Ebene soll nun in Normalenform umgeschrieben werden.

Wir suchen also einen Vektor, der auf beiden Spannvektoren senkrecht steht.

Wir konnten ein LGS aufstellen und dieses l6sen, schneller getit dsm Kreuzprodukt.
Denn der Ergebnisvektor ist ein Vektor, der auf beiden zu multiplizierenden Vektoren
senkrecht steht.

-3 0 -12+ -7
n=|3 |x|5 [=|0-12 |=|-12| Dieser Vektor ist unser Normalektee, der auf beide
-1 -4 -15-0 -15
Spannvektoren senkrecht steht. Wende nun die Formet,(* n=) 0 an:
1 -7
(x=| =3|)+| -12|=0
2 -15
-7
x| -12|=-1
-15

2. Mdoglichkeit: mit Hilfe von Determinanten:
xe (bx 9=+ (bx g
Die Gleichungk b ¢ ¥ & b c) liefert zwei Determinaten. Wir
mussen also die Regel von Sarragimal anwenden. Durch Ausrechnen der beiden
Determinanten ergibt sich: &2 25 x5 ¢2- 42 30+ 5 36
= —7x—12y-152=- 1. Auch so erhalt man dann die Normalenform:
-7
xe| =12 | = -1. Beide Wege filhrezum Ziel.
-15
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3.2 Die Hesseform
Die allgemeine Form einer Geradeagt by= ¢ irvWehmen an, dase>

Wennc < 0, dann multiplizieren wir die Gleichung einfach mit 1.
Furc qilt:

c=x* n=| || n|cosr (Dies gilt nach der Definitiales Skalarprodukts)

1 =
Abb. 20 Die Hessesche T\Iormalenform
Aus dem Kosinus folgt nach Abbildung 20:

cosa =2 - d = come K |

1% |
Aus der Gleichung=x+n=% |t |cos undads a@esy | | folgt:
-
In|

Wir wahlen fur den Normalenvektor einen Einheitdoe mit |n f 1.

Dann gilt namlichd =c .

Das absolute Glied der Gleichuag+ by= ¢  gibidiesem Fall also den Abste
der Geraden zu dem Ursprung an.

Wennc = 0 brauchen wir den Abstand nicht zu berechioem, er ist 0.

Wir bezeichnen den zu einem Veker  geswilen Einheitsvektor mé,

—_n . ~ " N
€, :ITI ist der zun gehorende Normaleneinheitsvektor.
n

Dividiert man eine Normalengleichung n=x+ n  durchm | |eswalt mar
X*e = %+ e, wobei x* e= d

Diese Form bezeichnet man nach dem Mattéker Ludwig Otto Hesse als
Hessesche Normalenform oder als Hessefc
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Hesseform:

Ist eine Gerade (iR 2) bzw. eine Ebeme &) durch einen Punkf  mit dem Ortst@k
%, und durch einen Normaleneinheitsvektor  festgekmilt fiir die Ortsvektoren

x aller Punkt von deGeraden bzw. der Ebene:

Ist die Orientierung voe, so gewahlt, dags € = 0, &b gji* e den Abstand d

der Gerade bzw. der Ebene zum Ursprung an.

Beispiel:

{7

- (4
1. Bestimmen des Normalenvektorsaza [3]

a:@j, daa-a{;‘).@} 1212 0

2. Bestimmen des Normaleneinheitsvektors

- — 3
Da |n £+ 9+ 16=+/ 25 5 ist der Normalenegitsvektore, :%( 4] .

Nun gilt ausxs e = %+ = d:
. . -2\ 1(3 1 1

ce=| |27 |=2e(-6-4)=20 (-10)=-2< 0
%%[1j5[_4j5( )5( ) <

Dieser Normaleneinheitsvektor hat alse fhlsche Orientierung, wir wahle

S I

Dann gilt:
— — -2) 1(-3) 1 1
e p'= °« =—e(6+4)==e10= 2> 0.
i) E e
3. 4
Hesseform der Geraden lautet ago.—g.x+5—3 y= 2.

Der Abstand der Geraden vom Nullpunktdst 2.

Gibt man eine Gerade in Hesseform an, so kann man am absoluten Glied sofddan
Abstand der Ebene bzw. der Geraden vom Ursprung ablesen!
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3.3 Die Pluckerform

Wir wissen, dass wir eine Geradengleichung in Parametexerm + ta nur dann
durch skalare Multikplikation mit einem Normalenvektor in die Normalenform
Uberfuhren kdnnen, wenn sich die Geradd=? befindet.

Denn: Liegt die Gerade iR 3, so kann man den Parameter auf diese Weise nicht
eliminieren, weil es zu einer Raumgeraden kein eindeutig bestimmten Normatenvekt
definiert ist (es gibt nueinen der in der Richtung Gbereinstimmt, einen weiteren in
der Orientierung und unendlich viele in der Lange, alle sind Vielfache des anderen
imR,, im R ist das anders).

Durch das Vektorprodukt gelihg@s uns nun aber, den Parameter zmieieren, indem
man die Gleichung vektoriell mit dem Richtungsvektor multipliziert. Wir erhalte

X=x+ta |xa

Xxa= % x at tax a

xxa= xx a+0, daaxa=0.

Mit Hilfe des Distributivsgesetz giltx(- x, Ya= 0.

Die Gleichung besagt, dass die Vektorenx, 0 alinear abhangig, also kollinear sind,

denn wenn das Skalarprodukt O ist, sind die ¥kt linear abh&ngig und damit kolling
(siehe Abbildung 21).

7N

Abb. 21 Die beiden Vektoren sind kollinear.
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Wir miissen nun zeigen, dass x, + tall( x— x%)x a=0 aquivalent sind.

Da die Vektorerx— x, Ja linear abhangig, alsuliear sind, gibt es also zu jed:
Vektor x, der der Gleichungkt % x)a= 0 geniigt, eine ZARR ~ mit

X—% =ta< x= x+ taDamit haben wigezeigt, dass die beiden Gleichungen
aquivalent sind.

Satz:

Ist eine Geradg durch einen Ortsvek{pund einen Richtungsvekt@ gegek

so gilt: (x—x, )x a= 0 (Pliickerform).

Was bedeutet dies geometrisch?

Wir verwenden ein Beispiel, um die Pluckerform uns geometrisch zu betrachtees darmst
zu umstéandlich ware.

2
Gegeben sei eine Gerade mit dem Siitorekt=| —1| und dem Richtungsveki
3

1
a=|1 |.Berechnen wir zunachst mika= xx a die Pladiorm (genauer: di

-2
drei Gleichungen der &tkerform).
x) (1 -2y-2 2 1 -1
Esgilt: xxa=| y|x| 1 |=| z+ 2x |0 yx a&|-1Ux| 1 |=| 7
z) (-2 X=y 3 -2 3
Die Pluckerform besitzt also die drei Gleichungen:
-y-z=-1
2X +z=17
X -y =3

Jede Gleichung lasst sich in zweierlei Hinsicht deuten:
» Als Gleichung einer Geraden einer der drei Koordinatenebene oder
» Als Gleichung einer Ebene.
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Wenden wir dies auf unser Beispiel an und verwenden die dritte Gleichung:
So ist zum Beispiet—y= 3 die Gleichung einer Geraden irkdey— Ebene

x—y—0e z= 3 ist aber auch eine Gleichung einer Ebene mit dem Normalenvektor
1

n=| -1|. Dieser Vektor liegt in dext— y— Ebenedie Ebene steht auf der y— Ebene
0

senkrecht und schneidet diese Koordinabene in der Geraden zur Gleichurigy =

Die Raumgeradg  wird also in der Pliickerfaxma= xx a  dargestellt durch
drei Ebenen, die jeweils auf einer Koordinatdene senkrecht stehen und die sich ii
g schneiden (siehe Abbildung 22).

A

':}—r.—:":'\---_ s
TS }

Abb. 22 Dérstellung der Pliickerform

Man nennt die drei Ebenen auch projizierende Ebendrdie durch Projektion erzeugten
Bildgeraden

* Inder x-y-Ebene Grundrisx—y=3
* Inder x-z-Ebene Aufriss-2y—-z=-1
* In der x-z-Ebene Seitenris@x+ z=7

Die Darstellung einer Raumgeraden indRErform entspricht also Grund -, Auind
Seitenriss einer Geraden.

Wahrend sich in der Regel drei Ebenen in einem Psotineiden, schneiden sich
die drei projizierenden Ebenen in der betreffen@eraden.
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4 Lageuntersuchungen
4.1 Lageuntersuchung zwischen zwei Geraden

Fassen wir noch einmal zusammen, wie zwei Geraden zueinander liegen kénnen.
Sie kénnen

» parallel sein

* identisch sein

* sich in einem Punkt schneiden
* oder windschief liegen.

Nun kann die Lageuntersuchung zweier Geraden auch mit dem Vektorprodukt vorgenommen
werden. Wir leiten zuerst eine Formel fur die Abstandsberechnung her.

Bei der Lagebeziehungen zweier Geradenx + ralJx= x+ sb  kommt es darauf an,
ob die beiden Richtungsvektoren linear abhéngig, also kollinear sind oder nicht.

Wennaxb= 0, sind die beiden Richtysvektoren kollinear, wenaxb# 0, sind
die beiden Vektoren nicht kollinear.

Gilt also fur die Richtungsvektoren zweier Geraderb # 0, so sind die Geraden entweder
windschief oder schneiden sich gemaginem Punkt. Die beiden Geraden liegen dann

aber stets in den beiden parallelen Ebenére, , die durch folgende Gleichundemgsiige
£:X=x+ra+sble,: x= x+ a sb

Sind die beiden Ebenesoneinander verschieden, so ist ihr Abstand der beiden windschiefen
Geraden. Diesen Abstand berechnen wir mit dem Prohjektionsverfahren. Es gilt:

— —. axb
d=10e-) = 2l

' kar-. . \; 7

R ] '-':_r T L]
AN N ; _/-""" ] A
i LT E;-—"'".L o=

. X!
N

‘.,l"l.
Abb. 23 Projektionsverfahren mit Hilfe des Vektargukts

Also fassen wir noch einmal zusammen:

Ist das Vektorprodukt der beiden Richtungsvektoren der beiden Geraden 0, so sind die beiden
Geraden entweder parallel oder identisch! Nun kdnnen wir die oben angefihrte
Abstandsberechnungsformel zu Hilfe ziehen. Ist der Abstand 0, so sind die Gdeadesch.

Ist der Abstand ungleich 0, sind die beiden Geraden parallel
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Ist das Vektorprodukt schon nicht O, dann schneiden sich die Geraden entweder oder sie sind

axb

—— | an. Ist der Abstand O,
laxb]

dann gibt es einen Schnittpunkt, der gegebenenfalls noch berechnet werden musste. Ist de
Abstand nicht 0, dann sind die beiden Geraden windschief.

windschief. Auch hier wenden wir die Formek| (x, — x)*

Wir behandeln nicht fir jeden Fall ein Beispiel, sondern begniigen uns mit einem Beispiel.

Beispiel:
1 1 14 2
0 X=| =3[+t 2 |;g,:x=| 4 [+1-3|.
2 -3 3 0
14) (1 13 1 2) (-
X -%=|4 |-|-3|=| 7 |;axb=| 2 |x| -3|=| - 6| ;]ax b++/ 8% 36 48./166.
3) |2 1 -3) o) (-7
1 [P 166
d=|——=| 7 |*| -6| F——=—=/166= 12,9.
166 1] 27 I:\/166

Dieser Verfahren, die Lage zwischen zwei Geraden mit Hilfe des Ve&tirits zu
untersuchen, sollte angewendet werden, wenn bei einer Folgeaufbau der Abstand der beiden
Geraden verlangt ist, da dieser hier mit schon berechnet wird.
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4.2 Lageuntersuchung zwischen zwei Ebenen

Wir kdnnen zwei Ebenen zu einander liegen?
Sie kbnnen

» parallel liegen

* identisch sein

» oder sich in einer Schnittgeraden schneiden

Gehen wir davon aus, dass die beiden Ebenen in Normalform angegeben seien.

Nun muss man schauen, ob die Normalenvektoren ein Vielfaches des anderetiést dist
Fall liegen die Ebenen auf jeden Fall schon einmal parallel. Ist nun das ak&edtaoch
identisch, dann sind die Ebenen identisch.

Wir behandeln Beispiele:
1)Die beiden Ebenen sind identisch

Gegeben seien die Ebenen in Normalfogm: X+ y+ z= £ 4 x+t2yw2z=2 8
-1 -2
Die beiden Normalenvektoren singj:= n, = . Der einalsd ein
1 2
Vielfaches des anderen. Auch das &lteoGlied muss nur mit 2 multipliziewterden
Die Ebenen sind also identisch!

2)Die Ebenen liegen parallel zueinander

Gegeben seien die Ebenen in Normalfoggy: X+ y+ z=3;6, - 2x+ 2y 22 8
-1 -2

Die beiden Normalenvektoren singj:= n = . Der eine ist also ein
1 2

Vielfaches des anderen. Das absofslied ist kein Vielfaches des anderen.

Die beiden Ebenen sind also nur parallel!
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3) Die Ebenen schneiden sich

Gegeben seie die Ebege x2y+ z=3 4 und die Elsgnet+ y- 2 1.

Da die beiden Normalenvektoren nicht kollinear sind, kdnnen die Ebene nicht zueinander
parallel (damit auch nicht identisch) sein. Die Edsemussen sich also in einer
Schnittgeraden schneiden.

Dan & 0On, O, missen diese beiden Normalenvektoren auch auf der Schnittgeraden
senkrecht stehen. Damit gilt:

n+a=00n,+ a= 0 Wir berechelso folgendes Kreuzprodukt:

2 1 -1
-1|%x|2 [=]1
3 -1 1
-1
Der Richtungsvektor ish=| 1| .Um einen Punkd damit den Stitzvektor zu bestimry

1

setzeichbei2-y+ 3= @dx+ % z=1 z= 0 und erhalte:
2X—y=400x+2y=1.
x=1,8;y=-0,4,z= 0

Die Gerade lautey x=

gl
|
~—+
|—\

37



4.3 Lageuntersuchung zwischen einer Geraden urd Elvene

Gerade und Ebene kdnnen wie folgt zu einander liegen.

* Entweder die Gerade schneidet die Ebene in einem Punkt

* Oder die Gerade liegt parallel zur Ebene

» QOder die Gerade ist Teilmenge der Ebene, liegt also in der Ebene

Die Lagebeziehungen haben wir vor kurzem noch sehr umsténdlich berechnet, indem wir die
Geraden und Ebenen gleichgesetzt und dann Gleichungssysteme aufgestellt haben.
Dies kdnnen wir mit unserem neuen Wissen nun viel schneller behandeln.

Betrachten wir folgende Unterscheiden beildsgebeziehungen zwischen einer Geraden
und einer Ebene

1) Gerade und Ebene schneiden sich in einem Punkt
-1 2
Gegeben sei die Ebeme x2 y8z= 3und die Gemde=|: [+2 - 1.
1 -2
Mit Hilfe des Skalarprodukts kann man nun Aufschluss Uber die gegenseitigembaalgen
Fur den Normalenvektor déibene und den Richtungsvektor der Geraden gilt:
2 2
nea=|-3|+| -1|=4+3- 2= 5¢ 0.
1 -2
Damit sind die beiden Geraden nicht parallel. Sie kdnnen sich nur scheiden.
Ausg folgt:x=-1+ 2 ;y= 2t z= T+ 2t. Einsetzen iy ergibt:
2-1+2)-3(2-t ¢+ + 2= 3
2+4-6+3+1-2=3

-7+5=3

t=2
-1 4 3

x=|2 |+|-2|=| 0 |.Der Schnittpunkt i (3:6; 3).
1 -4 -3
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2) Gerade liegt in der Ebene
2 1

Gegeben sei die Ebegex+ y3z= 4 unddie Gergd]ez SR 1.
1 -2

Mit Hilfe des Skalarprodukts kann man nun Aufschluss Uleegdgenseitige Lageachen
Fir den Normalenvektor der &he und den Richtungsvektor der Geraden gilt:

1 1
Danea=|3 |*|-1|=+ 3% 2= 0

-1) | -2
Damit sind die beiden Geraden parallel. Nun muss noch uliienmiden, ob die &rade
in der Ebene liegt. Dazgibt es zwei Mdglichkeiten:
1.MOGLICHKEIT:
Der PunktP (2;1;1) musste in der Ebene liegen, wenn die Geralde Ebene liegt:
2+3-1= 4= 4= 4 Wahre Aussage. Damit liegt P in der Ebene und dantitlieeg
ganze Gerade in der Ebene
2.MOGLICHKEIT:
Ausg folgt:x= 2+t;y= -t z= + 2. Einsetzenig ergibt:
(2+t)+3(1-t)-1+2=4
2+t+3-3-1+2=4
4 = 4Wahre Aussage. Damit liegt P in der Ebene und damit liegt die
ganze Grade in der Ebene.
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3) Gerade ist parallel zur Ebene
-3 1
Gegeben sei die Ebegex+ y3z= 4 unddie Gergd]ez S | 1.
2 -2

Mit Hilfe des Skalarprodukts kann man nun Aufschluss Uleegdgenseitige Lageachen
Fir den Normalenvektor debEne und den Richtungsvektor der Geraden gilt:

1 1
Danea=|3 |*|-1|=+ 3% 2= 0

-1) | -2
Damit sind die beiden Geraden parallel. Nun muss noch uliienmiden, ob die &rade
in der Ebene liegt. Dau gibt es zwei Mdglichkeiten:
1.MOGLICHKEIT:
Der PunktP ¢ 3;1;2) musste in der Ebene liegen, wenn die Geralde Ebene liegt:
-3+3- 2 < —2= 4 Falsche Aussage. Damit liegt P nicht in der Ebene umid da
liegt die ganze Gerade nicht in der Ebene
2.MOGLICHKEIT:
Ausg folgt:x=-3+t;y= - tll z= 2= 2. Einsetzen ig ergibt:
-3+t+3(1-t)-2+ 2= 14
-3+t+3-3-2+2=4
-2 = 4Falsche Aussage. Damit liegt P nicht in der Ebededamit
liegt die ganze Gerade nicht in der Ebene.

Alternativ kann die Gerade also gleich in die Ebene eingesetzt werden.

Erhéalt man eine wahre Aussage, so liegt die Gerade in der Ebene, erhalt nialseiee
Aussage, so ist die Gerade parallel zur Ebene und erhélt man einen Wert férateater,
so schneiden sich die Gerade und die Ebene in einem Punkt.
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Auch das Spatprodukt bietet eine andere Moglichkeit die Lage zwischen enagie@ und
einer Ebene zu untersuchen: Dies bietet sich an, wenn die Ebene in Paramegeyiran
ist.

2 1 -2
1) Gegeben sei eine Ebenex = Bt - [+ 1 und eine Gerade
-3 1 2
1 -1
g:x=|2 |+9§-4].
-3 7

Wir untersuchen zunachst das Spatprodukt des Richturigsveler Gexden und
der Richtungsvektoren der Ebene und s$ah@ Vektoren auf lineare Abhangigkeit.
Dies fuhren wir entweder mit Hilfe einer dreireihigen Detierante oder mit Hilfe

der Definition des SpatproduktaXb « &  durch.

1 -2\ (-1) (-5 (-1
(axb)e c=[| 2 |x|1 []*|-4|=|-4|+| -4|=5+16- 2E O
1 2 7 -3) | 7

Da das Spatprodukt O ist, sind die drei Vektoren linear afpémd damit komplaar.
Die Gerade ist also entweder zur Ebene parallel oder diel&kegt in der Ebene.

Um dies zu untersuchen, wenden wir die Fordel x, +(x .Iéx%l | an. Mit
ax
|axbE 25+ 16+ 9=+/ 50
1) (2) (-5 -1\ (-5
d=ii2 [-|1 [e|-ale—pEl1 |- -ae-L s -1 4-L - 0141
sl [Za] |Za] B0 |4 || _g] 5O J50 V50 T

Die Gerade lauft also parallel zur Ebene.
Ware der Abstand 0, so lage die Gerade in der Ebene.
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2 1 -2

2) Gegeben sei eine Ebenex = Ht - [+ 1 und eine Gerade
-3 1 2
1 -1
g:x=|0|+9 -4].
0 7

Wir untersuchen zunachst das Spatprodukt des Richtungsvektors deerGena
der Richtungsvektoren der Ebene und s$ah@ Vektoren auf lineare Abhangigkeit.
Dies fuhren wir entweder mit Hilfe einer dreireihigen Determinante odeitfét

der Definition des SpatproduktaXb ¢ §  durch.

1 -2\ (-1) (-5 (-1
(axb)e c=[| -2 |x|1 []*| -4 |=| -4|+|-4|=5+16- 2E O
1 2 7 -3 | 7

Da das Spatprodukt O ist, sind die drei Vektoren linear abhangig und damitkampl
Die Gerade ist also entweder zur Ebene parallel oder die Gerade liegt in der Ebene

Um dies zu untersuchen, wenden wir die Fordel x, +(X * %)% | an. Mit
ax
|ax b ~/25+ 16+ 9=/ 50
1) (2 (-5 -1\ (-5
d =001 [1o| 4] =l -1 | - 4]~ F]0 4 ©
ol _al |_a] ¥B0 |57 | 4 VBO' Vs0©

Die Gerade liegt also in der Ebene.
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-3 1 0

3) Gegeben sei eine Ebenex = Ht|—- [+2| - | 1 undeine Gerade
1 -1 2
2 1
g:x=|-3|+9 -1
2 3

Wir untersuchen zunachst das Spatprodukt des Richtungsvektors ddeend
der Richtungsvektoren der Ebene und $aha Vektoren auf lineare Abhangigkeit
Dies fihren wir entweder mit Hilfe einer dreireihigen Determinante odatithé

der Definition des SpatproduktaXb « &  durch.

1 0 1 -5 (1
(axb)e c=[| =2 |x| -1|]*| -1|=| -2|¢| -1|=-5+ 2= 3=-62 0
-1) |2 3 -1 (3

Da das Spatprodukt nicht O ist, sind die drei Vektoren nicht linear abhangig
und damit nicht komplanar.

Die Gerade schneidet die Ebene also in einem Punkt.

Wir berechnen den Schnittpunkt. Dazu formen wir die Ebenengleichung in
Normalenform bzw. in Normalform um. Bestimme also zuersén Normalenvekto
der auf beiden Spannvektoren der Ebemkiecht steht mit Hilfe des Kreuzprodisd

1 0 -5
(axb)=| -2 |x| -1|=| -2|. Wende die Formek¢x, Y= 0 an.
-1 2 -1
-3 -5 -5 -3) (-5
(x=|1 De|-2|=0= xq-2|-| 1 |[¢4-2/= 0= x ¢ 2=~ 12.
1 -1 -1 1 -1 1

Ausg folgt:x=-3;y=+ 2Z;z= Tk t.
5(-3+t)+2(1- 2 ¢ +t= 12
-15+5+2- 4+ Ft=-12

t=-3
2 1 2 3 -1
x=|-3|-3| -1|=| -3|-| -3|=| 0
2 3 2 9 -7

S(-1,0;-7) ist also der Schnittpunkt der Geraden mit der Ebene.

Dieses Verfahren kann eingeschlagen werden, wenn Gerade und Ebene indPlarame
angegeben sind oder wenn in einer Folgeaufgabe der Abstand zu berechnen ist.
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5 Abstandsaufgaben

5.1 Projektionsverfahren
5.1.1. Abstand Punkte — Gerade im R2 bzw. PunkienE im R3

Gegeben seien ein Purikt  und eine Gerade g (bzw. eine Ebene) durch die Hesseform
}o é; = g ° E = p
Die Abbildung 1 verdeutlicht, dass man den gesuchten Abstand d leicht erkatiaelnvenn

mandurch den Punk® eine zu g (bzw. zur Ebene) parallele Gerade (bzw. Ebene)
gelegt denkt.

N
p =P
/Z"J -~:H'__,__,—""'f-—
e _..--f_"FF:E;-} .-I"‘x‘ {)L
o Sy '§ da
Ko
- m P oy
. \Hh“m.
g

Py

=

Abb. 24 Abstand eines Punktes von einer Geradean@l) jenseits des Ursprungs

Wir betrachten also zuerst den Fall, dass der Punkt P jenseits des Ursprungs lieg
Aus der Abbildung 1 werden folgende Beziehungen deutlich:

p+d=p - d=p-p

p=x e e( Hesseforin

p=xcg0d= p- p= x g ¥ £ € X X

Der ,Trick” liegt also bei dem so genannten Projektionsverfahren, dass man dendAdstan
den Einheitsnormalenvektor projiziert.
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Nun behandeln wir, wie wir den Abstand eines Punktes von einer Geraden (bzw. einer
Ebenen) berechnet, wenn er diesseits des Ursprungs liegt.

e N

"

Abb. 25 Abstand eines Punktes zu einer GerademgEDaliesseits des Ursprungs

Auch hier erhalten wir folgende Beziehungen:

p =X+ e ( Hesseforin

P =% (-§)

d=p+p=xe g+ x(-g= & x X

Der Unterschied liegt nun im Einheitsnaalenvektor, von dem wir den Gegenvel
verwenden mussen (vgl. Abbildgi2).

Wir kénnen diese beiden Félle zusammenfassen, dasick, 0 x,— X nur im
Vorzeichen unterscheiden:
d=[(x-x%) ¢

Bestimmung des Abstands von einem Punkt zu einer Geraden im R2 bzw. einer Ebenen im R3

mit dem Projektionsverfahren
Dies gilt naturlich auch fur eine Ebene im R3.
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Eine weiterer, aber sehr umstandlicher Weg, ist folgender. Auch dieser se
Vollstandigskeitshalber anzufiihren:

Im folgenden Abschnitt soll gezeigt werden, wie man den Abstand eines Pusktesiier
Ebene bestimmen und damit berechnen kann, die durch eine Gleichung in Normalform
gegeben ist.

Vorgehensweise:

1. Zuerst berechnet man mit Hilfe des Normalenvektors der Ebene diejenigie Gedie
durch den Punktdyeht und auf der Ebene senkrecht steht.

2. Nun bestimmt man den Punkt ih dem die Gerade g die Ebene schneidet. Die Entfernung
der Punkte Pund R ist der gesuchte Abstand.

Abb. 26 Abstand eines Punktes zu einer Ebene

Beispiele:

Wir geben ein Beispiel:

Es soll der Abstand des PunkteszBr Ebene berechnet werden.

a)R(2;3;2), :x—y-z=3
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LOsungen:

a)R(2;3,2),c :x—-y-z=3
1
Ausx-y-z=3folgt x| - 1/= 3.
-1
1
Der Normalenvektor lautet also=| — |1 . Die Gerade g hat also mit dem Ortsvektor de
-1
2 1
Punktes als Sttitzvektor die Parametergleighgni: 3|+t —-1f.
2 -1
Nun muss der Schnittpunkt der Geraden mit der Ebene berechnet werden. Dazu forme
0 1 0
ich die Normalform der Ebene in Parameterform um und erfzgalte=| : |+ 0 [+w| 1
-3 1 -1
Gleichsetzen der Ebene und der Gerade ergibt:

0
O+v0+w1:J+t—l
-3
1 -1 (2
viO|[+w 1 |+t 1 |=|3| Aufstellen einer Matrix liefert:
1 -1 1 5
1 0 -12 1 0 - 1 0-¢1 1 0-11
0O 1 1/3/-|1-1 15-| 0-1 - 0-1
1 -1 1|5 0O 1 1 0 1 0 O
Aus lll. folgtt = 3. Einsetzen voh= 3 in die Geradddit
2 2 4
% =|3|+| -2|=|1|. Nun kanrd berechnet werden:
2 -2 0
2 4 -2
d=x-x=|3|-|1|=| 2
2 0 2

|d E/(-2)2+ 22+ 22=12= I 3
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5.1.2. Abstand paralleler Geraden im R2 und pdealiebenen im R3

Mit dem gleichen Verfahren, also mit dem Projektionsverfgtkann auch der Abstand

zweier paralleler Geraden gnd @ und zweier paralleler Ebenen berechnet werden.

Man hat jeweils einen Verbindungsvektor zwischen beliebigen Punkten der beidemGerade
(bzw. der beiden Ebenen) in die gemeinsame Normalenrichtung der beidennGbradeder
beiden Ebenen) projiziert und somit gilt die Formel:

d=l(%,-%)* g

Beispiel:

Gegeben sei die Ebeag  durch—2 y+3 z=5 2 uecHtienes, durch ¥ ¢ -1&

2 -4
Firr die Normalenvektoren =| - |8In,=| 6| gitt nz=n, , daher sind
5 -10
die beiden Ebenen palll
2

Esgilt: b £/ 4+ 9 252 38 :% — 8 . Nun missen wir uns einen Punkt in der
5

ersten Ebene und einen Punkt in der zweiten Ebene wéahlen.
Der Punktf, € 1,0;0) liegt in der ersten Ebene uadRunkt, ¢ 2;0;0) liegt in der
zweiten Ebene.

-2 -1 -1 -1 1 2
Weiterhin giltx, - x =| 0 |-| 0 [=| 0 | und somitt=|| Ol - B3=| 0,324.

/38

0 0 0 0 5

5.1.3 Abstand einer Geraden von einer dazu pagallEbene
Beispiel:

Gegeben sei die Ebegge  durxchy- z=3 4 und die Gerade g durch:
3 1
g:x=|1 |+t -2|. Wir miissen zuerst zeigen, dass@keade parallel zur Ebene
-1 1
Das ist dann der Fall, wenn der Riengsvektor auf dem Normalenvektor édrene
1 1
senkrecht steht, also das Skalarprodukt Qist:||2 |= % 4 2 3 O0liago
1 -3
die Parallelitat vor!
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Abb. 27 Abstand einer Geraden und dazu parallebEm&

Wir kénnen auch hier einen beliebigenrbiedungsvektox, — x, zwischen Eben
Gerade in die gemeinsame Normalenrichtung projizieren:

d=(x-%)* &l
1
.= — 1 . .
Nun ist |n #ﬁl% =——| — 1 . Ein Punkt der Ebenegsfgeben durc|
J11
-3
4 4 3 1
x =| 0. Somitgilt: x - % =| 0|-| 1 |=|-
0 0 -1 1
1 L 1
S d=l| -1fe -1||=0,302.
I ) N - |
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5.2 Lotful3punktverfahren

Das Projektionsverfahren ist nur fir eine Gerade im R2 und eine Ebene im drfefjeda es
im R3 fur die Geraden unendlich viele Normalenvektoren gibt, die Normalenrchtsm
nicht eindeutig bestimmt ist. Daher muss ein anderes Verfahren gefundeEmwer

5.2.1. Abstand Punkt — Gerade im R3

Wir betrachten folgenden Fall im Rs:

=3

Abb. 28 Lotful3punktverfahren fur Abstand eines Rumd einer Geraden im R3

Damit gilt: d=x — x O x = %+ ta
Einsetzen vorx. il ergibt:
d=x-x-ta

Daald, gilt: de a= 0

Einsetzen vori = x — x, — ta _liefert:

(% -%—tae a=0
=) a
as a

damit lasst sich nun der Parameter ibesien,d ] |a | l&sst sich somit auch bestimgr
also der gesuchte Abstand zwisclken gnd
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Beispiel:

2 -1
GegebenB ( 3: 3p x=| 1|+f 3
-3) 1
1 2) (-1 -1 (-1
Esgiltx —x={-3|-| 1 |=| -4 ;- % )» a=|—-4| 3|=+ 12— 1
-3) |-3) (0 0) 1
-11

asa=1+9+11=11. Alg:t. =—=-1.
11

Der FuR3punkt ist also gegeben durch:
2 -1 3
X =1 |-|3 |=|-2|.Fernerist:
1

-2
(—3 —|=2|=| -1|.|dEv 4 ¥ =V 6 2,45,

Eine andere Moglichkeit ist diese:

Eine Gerade sei gegeben dchhg +ta . Ein Puhkei gegeben durch den Ortsvel
Z. Wir ersetzen zunachst die Richtungsvektoren durch dezhaugen Einheitsvekt

e :lil. Dann gilt fir den Abstand = 3 - %, |sim , wobei der Winkel die GroRe
a

des Winkels zwischer - x,Ja bezeichnet. Fiigt man nun noch denrFakto

|eﬁal F 1 hinzu, so erhé@lt man nach Definition des Vektorpradukt

d=lx-x%lle |simr=]6- %X ¢l

Abb. 29 Lageuntersuchungen mit Hilfe des Vektodpids
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Die Pliickerform einer Geraden lauleta= x,xa bzw-(x x &= 0.

Ersetzt mara  durch den zugehorigen Einheitsvegtgr% , SO erhélt man
a

(x—x,)x g =0. Setzt man inx die Koorditen eines Punktes der Geraden ein, 50
die Gleichung erflllt. Setzt man dagegha Koordinaten eines anderen PuniResin,
der nicht auf der Geraden liegt, so erhalt man statt des Nullvektorns\&héor,
dessen Betrag den Abstand des Punktes von der Geraden angibt:

d=(x-%)xg|.
Beispiel:
1 2 -1
Gegebensex, =| - Bx =| 1| a=
-3 -3 1
1 2 -1 -1
x-%=|-3|-|1 |=|-4 ;|é1:ﬂ1g=%1
-3 -3 0
-1 -1 -4

X-X)xe =|-4|x—|3 |=—L
(4= %)x e 4ﬂ Jﬂf

\F « J16+ 1+ 49= \/:—ﬁa 2,45,

Auch damit konnen wir den Abstand eines Punktes zu einer Geradem im R3 berechnen!
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5.2.2. Abstand paralleler Geraden im R3

Da parallele Geraden gnd g uberall den gleichen Abstand haben, braucht man nur den
Abstand eines Punktes ayfader g bestimmen und dann nach dem unter 1. vorgegebenen
LotfuBpunktverfahren vorgehen.

i ‘,"C::'*-'—a-,__}_ : - fq
== T
X 2 L \
“ o ~

Abb. 30 LotfuBpunktverfahren bei parallelen GeraiteirR3

5.2.3. Abstand windschiefer Geraden im R3

Sind zwei Geraden g und h mit nicht kollinearen Richtungsvektoren gegeben, so kdnnen diese
Geraden windschief sein oder sich in einem Punkt schneiden. Da bereits die kirzeste
Verbindungsstrecke zwischen einem Punkt und einer Geraden auf der Geraden senkrecht
steht, ist es plausibel, dass eine Strecke nur dann die kiirzeste Verbindungreswsshe
windschiefen Geraden sein kann, wenn sie auf beiden Geraden senkrecht steht. Es ist abe
nicht von vornherein klar, dass es tberhaupt eine solche Verbindungsstrecke gibt, und auch
nicht, ob es nur eine solche Strecke gibt, die auf beiden Geraden senkrecht steht. Wir knne
aber versuchen, zwei Punkt G auf g und H auf h so zu bestimmen, dass die Streckg GH auf
und auf h senkrecht steht. Es wird sich dann herausstellen, ob es eine solche $treckk gi

ob sie eindeutig bestimm ist.

Zwei Geraden seien gegeben dukchx + rallx= x + sb

Die Bedingung fur den Verbindungsvektter beiden LotfuRpunkt:
Gund H:d =x, - % lautetds a= @ d b= O.

Fur die Parameterwerte radis der beiden Lotfu3punkte gilt dann
X, =x+ralx = x+ sbund somit: &= X - x= x+ ra x- sb
Ausde a= 00de b= 0 folgt:

(¢ -x)*a-r(a 3+ b a=0

(%, =%)* b= r(as B+s(b* b =0.
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Beispiel:

14 2
Gegebery x= % 2 4+ g -
-3 3 0
1 1
X, = % = J 7 [i(x—%) a=| 7 |+ 2 |=13 14 3 24
1 1 -3
(x —xl) «b=|7 {—3 = 26— 21= 5 Weiterhin gilt:

asa=1+4+9= 145-5: 2 6=—4b b= 4 & 13
Das LGS lautet damit;

24-14-46=0
5+4+13=0
Dieses LGS losen wir auf und erhaltes 0O2=- 1.
1 1 3 12
Die FuR3unkte sind also gegeben duro@':: - |3 2|2 JDZ = ’
2 -3 -4 3
12 3 9
d=x,-%=|7 |-|1 |=| 6|;[dEV/ 8% 36 4% 166 12,9.
3 -4 7

Wenn man vergessen hat, die beiden Richtungsvektoren auf Kollinearitat zu Gberprifen,
kommt man dennoch zum Ziel:
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Gegebery x=|- 1+t|- 2 h x=| 3|+3 4
2 1 -1 (-2
1 -1 -1 (1
X-%=3 |-|-1|=| 4 |;(x- %) a=| 4 |*|-2|=-F & F- 12
-1) (2 -3 -3 (1
-1\ (-2
(%, -%)*b=|4 [+| 4 |=2+16+ 6= 24 Weiterhin gilt:
-3) (-2

asa=6;as b=-12;b» b=-24
Das LGS lautet damit:

-12-6ad-13=0
24+12 + 24=0
Dieses LGS losen wir auf und erhalters O9=- 1.
2 1 -2 3
Die FuRpunte sind also gegeben duro:=| - |Ox, =| 3| |&]-
2 -1 2 1
3 2 1
d=x,-%=|-1|-|-1|=| 0 |;|dE/ 2.
1 2 -1
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5.3 Alternativ-Verfahren zum Lotfu3punktverfahren
Da das LotfuBpunktverfahren in gewissen Sinne sehr aufwendig sein kann (im

Rechenaufwand), wollen wir in diesem Abstand eine Alternative zum Lotful3puraktiemf
vorstellen.

5.3.1. Abstand Punkt — Gerade im R3

Beispiel:
6 1 1
X =|-5[;g:x=| 0|+t -1
0 2 -4

Abb. 31 Alternativ-Verfahren zum LotfuBpunktverfahr— Abstand Punkt — Gerade in R3

Wir wahlen uns eine Hilfsebene, die senkrecht auf der Geraden g steht und durch den Punkt
P1 verlauft. Hier gibt es nur eine ganz bestimmte Ebene, die diese Eigeesaéillt.

Als Normalenvektor nehmen wir den Richtungsvektor der Geraden g, denn der
Normalenvektor steht, wie der Richtungsvektor der Geraden g, auf der Ebenelgenkrec
Damit die Ebene durch den Punktuerlauft, missen wir den Normalenvektor mit dem
Vektor zum Punkt Pmultiplizieren. Wir erhalten:

56



1 1 6
£Hi|fsebene:i _1 = _1 ° _5
-4) (-4) |0
1
EHiIfsebene:;( -11=11
-4

Der FuBpunkk. ist gleichzeitig Schnitpunkt von der Geraden und der Ebene.
Wir mussen also den Schnittpurdr Geraden mit der Ebene berechnet.

Ausg folgt:x=1+t;y=—t;z= 2= 4t. Dies setzen wir inelNormalform der Eber
ein und erhalten dem entsprechend:

1+t+t-4(2-4)=11

1+2t-8+16=11

t=1
Einsetzen voh= 1 in diGerade ergibt den gesuchten Ful3punkt:
1 1 2
X =0+ -1|=| -1];
2) |\ -4 -2
6 2 4
d=Xx-%=|-5|-| -1|=| -4|;[d£J16+ 16 4+ 36 6.
0 -2 2

5.3.2. Abstand paralleler Geraden oder paralldbenén im R3

Um den Abstand paralleler Geraden oder paralleler Ebenen im R3 berechnen zu kénnen,
wéhlen wir uns einfach einen Punkt auf der Geraden oder auf der Ebene und berechne den
Abstand dieses Punktes zu der Geraden bzw. zu der Ebenen, da alle Punkte auf der Geraden
bzw. auf der Ebene den gleichen Abstand zu der anderen Gerade bzw. der anderen Ebene hat
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5.3.3. Abstand windschiefer Geraden im R3

Beispiel:
4 -1 0 1
0,:x=|1 |+t -3|;g,: x=| -2|+ § -1
1 1 -2 -2

Uberpriift sei schon, dass die Geraden windschief sind. Dazu haben wir an den
Richtungsvektoren gesehen, dass der eine kailia¢hes des anderen ist, die Geraden
also nicht parallel sind. Wir haben die Geraden gleichgesetzt, ein LGS aufgestell
keine Losung, sondern eine falsche Aussage, erhalten und konnten damit sagen,

dass die Geraden windschief sein missen. Nun soll der Abstand mit einem ikiéentathren
berechnet werden:

e

Abb. 32 Alternativ-Verfahren zum LotfuBpunktverfahr— Abstand zweier windschiefer Geraden

Wir missen eine Hilfsebene wahlen, die parallel zu den beiden Geraden. Hierzu nahmen w
die beiden Richtungsvektoren der beiden Geraden als Spannvektoren der Ebene. Weiterhin
konnen wir nun einen der Stutzvektoren der Geraden als Stutzvektor der Ebene wahlen. In
unserem Fall lege dann die erste Gerade in der Ebene:

4 -1 1
EHiIfsebene: 1|+r _3 +S| = 1
1 1 -2

Nun muss also der Abstand der zweiten Gerade zu der Ebene berechnet werden.
Hierzu wéahlen wir uns einen Punkt auf der zweiten Geraden uadhmst mit Hilfe
des Projektionsverfahren den Abstand dieses Punktes zu der Ebene.

Wir nehmen die Punkte;@;-2;-2) und R(4;1;1) (Stutzvektor der Ebene).
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Zuerst muss der Normalenvektor der Ebene berechnet weslenuds gelten:
-1 1
-3|en=00|-1|*n=0
1 -2
Den Normalenvektor, der auf beiden Spannvektoren der Ebakeesht steht,
berechnenvir mit Hilfe des Kreuzprodukts:

-1) (1 7
=3|x/-1|=|1
1 -2 -4
7 -1\ (7 1 7
Der Normalenvektor lautet alsn= , da | =00 -1|-|1 |=0.
-4 1 -4 -2, -4
7
|rﬁ1|=\/49+ﬁ6=\/€6§:i 1 | . Anwendung der Formdk= x|€ X * &
J66
-4
4 0 1 7
d=(1|-|-2]) 1 | ¥ 3,95.
1 -2 V66 -4

Florian Modler

Alle Beispiele und Herleitungen habe ich dem Buch ,Mathematik Sekundarstufe |
Analytische Geometrie und lineare Algebra“ aus dem Cornelsen — Ventelgrefessor Dr.
Josef Lauter entnommen.

Eine Rezension uber dieses wirklich sehr anschauliche, gut strukturierte ugdtsehr
ausgearbeitete Mathematikbuch kann unter folgendem Link eingesehen werden:
http://www.matheplanet.com/matheplanet/nuke/html/reviews.php?op=showcomteh8
Hier ist auch ein Link direkt zu Cornelsen, mit dem man das Buch erwerben kann.
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