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Diese Facharbeit wurde von Christoph Bruns erstellt und ist urheberrechtlich geschuitzt!

1 Einleitung

In der Realitat gibt es verschiedene Wachstumsarten. Man unterschei-
det dabei in den Bereichen Natur, Technik oder Wirtschaft hauptsach-
lich zwischen dem linearen, exponentiellen, beschrankten und logisti-
schen Wachstum. Allen Wachstumsarten liegen Differenzialgleichungen
zugrunde. Wahrend die ersten beiden Typen potenziell alle Grenzen
Uberschreiten, behandelt das beschrankte und das logistische Wachs-
tum Dynamiken mit beschrankten Ressourcen. In dieser Arbeit wird der
Begriff des logistischen Wachstums und der zugehdorigen Differenzial-
gleichung anhand einiger Beispiele erlautert. Das primére Beispiel wird
dabei das Wachstum der Weltbevdlkerung sein. Desweiteren wird auch
ein Vergleich zwischen dem exponentiellen Wachstum hergestellt. Da-
bei werden Beispiele genannt, in denen beide Wachstumsarten auftre-
ten. Es wird zusatzlich noch gezeigt, wann das exponentielle Wachstum
scheitert. AuRerdem beinhaltet diese Arbeit einige Aufgaben samt Lo-

sungen zum logistischen Wachstum.

2 Erlauterung des Begriffs des Logistischen Wachstums und
dessen Differenzialgleichung anhand des Weltbevélke-

rungswachstums

2.1  Erlauterung zum logistischen Wachstumsmodell

In einem endlichen System kann weder das lineare, noch das exponen-
tielle Wachstum unbegrenzt andauern. Irgendwann ist eine Grenze er-
reicht, die nicht Uberschritten werden kann. Diese Grenze wird meistens
durch aufere Umwelteinflisse, wie begrenztes Nahrungs- oder Aus-
breitungsangebot bestimmt. Die Population der Menschen ist die einzi-
ge, welche bis jetzt ein ungehindertes exponentielles Wachstum auf-
weist. Dieses exponentielle Wachstum lasst sich nur verwirklichen,
wenn keine naturlichen Feinde und kein Nahrungsmangel vorhanden
sind. Desweiteren muss ein unbegrenzter Raum fur die Ausbreitung zur
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Verfigung stehen. Aber die Frage liegt nahe, ob man beim Bevilke-
rungswachstum wirklich von exponentiellem Wachstum ausgehen kann,
zumal irgendwann eine Begrenzung durch die Erdoberflache sowie der

Nahrung auftreten muss.

2.1.1 Das Scheitern des exponentiellen Wachstumsmodell bei der
Weltbevolkerungsprognose

Um nachzuprifen, ob man beim Bevoélkerungswachstum wirklich von
exponentiellem Wachstum ausgehen kann, berechne man folgendes
Beispiel. K(t) soll die Erdbevolkerung zur Zeit t sein. Nach Schatzungen
belief sich ihre Gro3e im Jahre 1961 auf etwa 3 Milliarden Menschen
mit einer jahrlichen Durchschnittszuwachsrate von 2%.*

Daraus folgt die exponentielle Wachstumsfunktion K  mit
K (t) =3.000.000.000- "% " pije Bildung einer solchen exponenti-
ellen Wachstumsfunktion, kann man in Abschnitt 3.1 genauer nachvoll-
ziehen. Nun kann man diese Formel mit vorliegenden Daten verglei-
chen, soweit sie Populationen der Vergangenheit betreffen. Das Re-
sultat ist, dass diese Formel mit Uberraschender Genauigkeit die ge-
schatzte GroRe der Erdbevdlkerung fur den Zeitraum von 1700 bis
1961 wiedergibt. lhre etwa alle 35 Jahre erfolgte Verdopplung ist nach
dieser Gleichung auch etwa alle 35 Jahre zu erwarten. Denn dies ge-
schieht in einer Zeit T=t-1961 , fiir die "“%T =2 ist. Logarithmieren
fuhrt dann zu In(1,02)-T=In(2)was T ~ 35,0028 ergibt. Diese Formel
prophezeit aber fir das Jahr 2510 eine Bevoélkerungszahl von 157985
Milliarden, fur das Jahr 2635 eine Zahl von 1877747 Milliarden und fur
das Jahr 2670 sogar eine Zahl von 3755286 Milliarden. Die Erde hat
eine ungefahre Gesamtoberflache von 5,1-10“m?.? Das wiirde fiir das
Jahr 2635 bedeuten, dass jeder Mensch nur noch einen Platz von
0,27 m* zur Verfiigung hatte. Im Jahr 2670 miissten sich die Menschen

schon gegenseitig auf den Schultern tragen. Dies kann der Realitat
nicht gerecht werden.

Lvgl.: [11]
2vgl.: [17]
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Ein mathematisches Modell, in dem Bedingungen wie z.B. Nahrungs-
oder Platzmangel bertcksichtigt werden, stammt von dem Belgier Pier-
re-Francois Verhulst (1804 -1849). Er nannte dieses Modell ,logisti-
sches Wachstum®. ,Grunde fur diese Namensgebung sind nicht be-

kannt.“:

Durch eine mit steigender Population fallende Wachstumsrate
sorgt er mit diesem Modell dafur, dass schlief3lich ein stabiles Gleich-
gewicht zwischen Sterberate und Zuwachsrate erreicht wird. Dem Mo-

dell liegt eine Differenzialgleichung zugrunde.

2.2  Erlauterung des Begriffs der Differenzialgleichung

Eine Differenzialgleichung, oft abgekirzt als DGL, was im Weiteren
auch verwendet wird, ist eine Gleichung, die eine Funktion f(x) und ei-
ne oder mehrere Ableitungen dieser Funktion enthalt. ,Um eine DGL zu
l6sen, muss eine Funktion f gefunden werden, die der DGL geniigt.“?
Differenzialgleichungen werden oft bendtigt, um Vorgéange zu beschrei-
ben, bei denen die Verdnderung einer Grof3e durch sie selbst bestimmt
wird. Die Ordnung einer DGL wird durch die hdchstvorkommende Ab-
leitung in der Gleichung gegeben. Die gesuchte Funktion fkann von
einer Variablen oder von mehreren abhangen. Im ersten Falle spricht
man von einer gewdhnlichen, im letzteren Falle von einer partiellen

DGL.

2.3 Herleitung der Differenzialgleichung des Logistischen

Wachstums sowie ihrer Losung

S ist der maximale Bestand. Diesen maximalen Bestand nennt man
Sattigungsgrenze oder auch Sattigungsschranke. Man erhalt die DGL

des logistischen Wachstums durch die folgenden Uberlegungen:

Beim exponentiellen Wachstum ist die innerhalb einer Zeiteinheit an-
fallende Ab- bzw. Zunahme proportional zum momentanen Bestand.

Diese Ab- bzw. Zunahme wird durch die 1. Ableitung bestimmt, da die

Yvgl.: [2]
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1. Ableitung das Anderungsverhalten der Menge, abhangig von der Zeit

angibt. Daraus folgt:

f11) ~ f(t)

DGL des exponentiellen Wachstums:

(t) = k- (t)

k ist dabei der Proportionalitdtsfaktor. Beim beschrankten Wachstum,
ist die Ab- bzw. Zunahme proportional zum verfiigbaren Restbestand

einer das Wachstum begrenzenden Kapazitat. Der Restbestand S—f(t)

wird ,Sattigungsmanko“ genannt.

ETt) ~S—£ (1)

DGL des beschrankten Wachstums:

() =k [S—F ()]

Beim logistischen Wachstum ist der Zuwachs zum momentanen Be-
stand und zum verfigbaren Restbestand einer das Wachstum begren-

zenden Kapazitat proportional. Das bedeutet, dass f'(t) proportional
zum Produkt von f(t) und [S—f(t)] ist.

Dies ergibt:

Fe)~[5-f (0] (1)

Die ,DGL des logistischen Wachstums* lautet also:

f'@)=k-[S-f@O] @)

Zvgl.: [8]
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Es handelt sich bei der DGL des logistischen Wachstums um eine DGL
1. Ordnung, da die héchstvorkommende Ableitung die 1. Ableitung ist.
Desweiteren handelt es sich um eine gewohnliche DGL, da die ge-
suchte Funktion f nur von einer Variablen, in diesem Fall t, abhéngig
ist.

Aus dieser DGL ergibt sich:

O =k [S—FO]F@) => — O _
FO=KS-FOIFO = o
f'(t)
[S-F(®]-f(1)

tialbruchzerlegung an. Um ein leichteres Rechnen zu erlangen, wird

Um die Funktion integrieren zu kénnen, wendet man Par-

f'(t) durch 1 ersetzt. Daraus folgt:

1 _ A, B
[S-f(O]-f(t) f(t) S—f()

Nun werden A und B berechnet, indem man zunachst den Hauptnenner

bildet und folgende Gleichung erhalt:

1 _A B _AS-f)+B-f®
[S-f(MI-f(t) f(t) S-F(t) [(S-F(B)]- (1)

_AS-A-f()+B-f(t) _ A-S+(B-A)-f(1)
[(S-F(B)]-F(t) [(S-FM]-f(t)

Nun werden die Zahler auf beiden Seiten gleichgesetzt. Dies fuhrt auf
1=A-S+(B-A)-f(t).
Daraus folgt 1. (B—A=0) und 2. (A-S=1) fir alletej . Aus 1. folgt

B=A und aus 2. folgt A :é . Dadurch erhalt man

) fo L fo . O
[S—f(O]-F() S-[S—f()] S-f(t) ©OSf(t) S[S—f(1)]

Nun bildet man das unbestimmte Integral auf beiden Seiten dieser Glei-

chung
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Lef,, 1c-f0
gjmdt Sjs_f(t)dt_kjdt.

Dies fuihrt zu den Stammfunktionen
1 1
ZIn|f(t)|—-=In|S-f(t)|=kt+cC

S |f(t)] S [S—f(1)| 1

wegen f >0 und S—f >0 kann man die Betragstriche weglassen. Nun

wird auf beiden Seiten (-S) multipliziert was

In(S—f () - In(f (t)) = —Skt —c,

ergibt. Durch Anwendung des Logarithmengesetzes In [ij =Inx—Iny!
y

erhalt man

In [S_—f(t)j =-Skt-Sc, .
f(t)

Das Exponieren der Gleichung zu e fihrt auf

SO _goese  ppy, SZTO_ c,-e™  mitc,=e°*>0,
f(t) f(t)

Dadurch erhalt man als Ergebnis, dass alle Funktionen f mit

f(t) =;7 Losungen der DGL des logistischen Wachstums sind.
1+c, e
2

Da es fir die Berechnung des logistischen Wachstums einfacher ist,

eine Form zu haben, in die man den Anfangswert einsetzen kann, setzt

man
f(0) = S =a bzw. c, :E und es ist
1+c, a
a-S a-S
f(t) = S—a = a (S—a)'e_Skt )
1+ .e—Sk'[ +
a
Lvgl.: [1]
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Daimmer S>0 und c, >0 gilt, folgt mit a = die Beziehung

l+c,

0<a<S.t

2.4 Das logistische Wachstumsmodell bei der Weltbevélke-

rungsprognose

Dies ist die momentane ,UN-Weltbevdlkerungslangzeitprognose*:

Jahr 1990 | 2000 | 2025 | 2050 | 2100 2150
Anzahl in Mrd. 5,3 6,23 | 8,47 | 10,02 | 11,19 11,54

Die UN geht von einer Sattigungsgrenze von S=11,6 Milliarden Men-
schen aus. Diese wurde nach Schatzungen kurz nach dem Jahr 2200
erreicht sein.? Der Graph dazu sieht wie folgt aus:

siehe Anhang Material (3)

Wenn man sich diese Werte ansieht, erkennt man, dass die UN zur Be-
rechnung dieser Prognose nicht das Modell des exponentiellen
Wachstums verwendet hat. Es liegt die Vermutung nahe, dass das Mo-
dell des logistischen Wachstums verwendet wurde, da der Graph dem
Schaubild eines typischen logistischen Wachstums entspricht. Um die-
se These zu Uberprifen, ermittelt man zunéchst einmal k mit der logisti-
schen Gleichung

F(Vt) = a-S

_a+(S—a)-e

—Sk(at)

Man setzt fur f(0)=a den Anfangswert. In diesem Fall liegt er im Jahr
t, =1990 bei 5,3 Milliarden. Daraus folgt a=5,3. Nun muss man einen

Wert flr t einsetzen. Dazu bietet sich z.B. das Jahr 2000 an. Die Zeit-

differenz zwischen dem Jahr 2000 und dem Anfangswertjahr 1990 er-

Yvgl.: [2]
Zvgl.: [15]
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gibt sich aus At=t-t,; folglich 10. Somit erhalt man zur Berechnung

von k folgende Gleichung:

5,3-11,6
5,3+ (11,6 —5,3) - 610k

61,48
5,3+ 6,3e 116k

=6,23  bzw. =6,23.

Lost man diese Gleichung nach k auf, erhéalt mank ~ 0,0027706 . Daraus

folgt eine Gleichung, in die man nun ein beliebiges t einsetzen kann.

61,48
= 5 34 6. 3g 0321369k °

f(t)

Uberprift man nun die prognostizierten Werte der UN fir die Jahre
2025, 2050, 2100 und 2150, so erhalt man annahernd die gleichen Er-
gebnisse. Man erhalt f(2025)=8,37, f(2050)=9,89, f(2100)=11,21 und
f(2150)=11,52. Die UN hat also das logistische Wachstum fir ihre Be-
volkerungsprognose angewandt. Im Vergleich zum exponentiellem
Wachstum stellt das logistische Wachstum zwar ein realistischeres Mo-
dell dar, letztlich aber dennoch eine starke Vereinfachung der realen
Verhaltnisse. Es handelt sich beim logistischen Wachstum also nur um
ein mathematisches Modell, welches niemals alle realen Bedingungen,
speziell beim Bevolkerungswachstum, das von sehr vielen Bedingun-

gen abhéngig ist, beriicksichtigen kann.

3 Vergleich zwischen dem exponentiellen- und logistischen
Wachstum anhand des Bakterienwachstums

3.1 Merkmale des exponentiellen Wachstums

Das Hauptmerkmal des exponentiellen Wachstums, auch naturliches

Wachstum genannt, ist, dass die Zu- bzw. Abnahme in einem be-
stimmten Zeitintervall proportional zum momentanen Bestand ist. Aus
diesem Grund wird die Zu — bzw. Abnahme héaufig auch in Prozent an-

gegeben, wie z.B. beim Bevdlkerungswachstum. Man geht von expo-
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nentiellem Wachstum in solchen Bereichen aus, in denen das Wachs-
tum durch keine aufl3eren Einflisse wie z.B. Platzmangel o0.a. gestort
wird. Darunter fallen die Kapitalvermehrung durch den Zinseszins, die
Bakterienvermehrung, der Zerfall von radioaktiven Stoffen und der Ab-
bau von Gift im Blut, um ein paar Beispiele zu nennen. Im Folgenden
wird das exponentielle Wachstum anhand der Bakterienvermehrung
genauer vorgestellt. Wenn man davon ausgeht, dass sich die Bakterien
unbegrenzt ausbreiten kénnen, kann man deren Wachstum mit folgen-

der Gleichung bestimmen:

f(t)=c-a'

wobei cej der Bestand zum Zeitpunkt t=0, f(t)der Bestand zum

Zeitpunkt tund a der Wachstumsfaktor ist.

Es soll folgende Messtabelle vorliegen:

Zeit t in Stunden 0 1 2 3

Bestand f(t) 1 4 16 64

Die Messtabelle zeigt, dass sich die Bakterien pro Stunde vervierfa-
chen. Daraus ergibt sich, dass der Wachstumsfaktor a=4 sein muss.
Da der Anfangsbestand eine Bakterie war, ist c=1. Somit erhélt man

fur dieses Wachstum folgende Gleichung:

f(t)=1-4'

Mit Hilfe dieser Gleichung ist man nun in der Lage, den Bestand in einer
beliebigen Zeit t zu errechnen. Der Graph zu diesem Wachstum sieht
wie folgt aus: siehe Anhang Material (1)

So sieht ein typischer Graph des exponentiellen Wachstums aus.

3.2 Merkmale des Logistischen Wachstums

http://www.eMath.de


http://www.eMath.de

Wenn man davon ausgeht, dass sich die Bakterien nicht ungehindert
vermehren kénnen, da sie nur eine begrenzte Nahrung zur Verfiigung
haben, hilft die Gleichung fiir das exponentielle Wachstum nicht mehr
weiter, da das exponentielle Wachstum stets unbeschrankt verlauft.
Dadurch, dass jede einzelne Bakterie weniger Nahrung bekommt, je
mehr Bakterien vorhanden sind, verringert sich auch die Vermehrungs-
rate. Daraus folgt, dass das Wachstum vom momentanen Bestand so-
wie vom ,Sattigungsmanko® abhéngig ist. Mit dem ,Sattigungsmanko*
ist die Differenz zwischen dem momentanen Bestand und der Satti-
gungsgrenze gemeint. Die Sattigungsgrenze ist der maximale Bestand.
Das logistische Wachstum ist ein Modell, das die Bedingung der Satti-
gung bericksichtigt. Beim logistischen Wachstum ist der Zuwachs zum
momentanen Bestand und zum verfigbaren Restbestand einer das
Wachstum begrenzenden Kapazitat proportional. Das logistische
Wachstum ist also eine Mischung aus dem exponentiellen- und dem
beschrankten Wachstum. Die LOsung der DGL des logistischen

Wachstums lautet wie folgt:

3 a-S
a+(S—a)-e

f(t)

—Skt

Dabei ist S die Sattigungsgrenze und a der Anfangsbestand. Wenn
man von einem maximalen Bestand von 1.000.000 Bakterien ausgeht,
dann ist S=1000000. Aus der Bedingung f(3) =64, siehe Tabelle in

2.2, folgt:

_ 1-1000000
1+ (999999) - g~ 10000003k

daraus ergibt sich k ~0,000001386.

Man erhélt also damit folgende Gleichung:

1000000

f(t)=
® 1+(999999) - e %%

http://www.eMath.de
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Diese Gleichung bericksichtigt nun die Sattigung. Der typische Graph
dieser logistischen Gleichung sieht wie folgt aus:

siehe Anhang Material (2)

3.2.1 Eigenschaften der logistischen Gleichung

Es ist ersichtlich, dass, solange Wachstum vorliegt und daher f(t) not-
wendig kleiner als S ist, die relative Wachstumsrate gegen Null strebt,
wenn f(t) gegen S konvergiert. Ist der Bestand f(t) im Vergleich zur Sat-
tigungsgrenze klein, dann verlauft das Wachstum annahernd exponen-
tiell. f(t) konvergiert asymptotisch gegen S. Die Wachstumskurve hat
aufgrund der logistischen Gleichung einen Wendepunkt. Im Wende-
punkt ist die Anderungsrate maximal und es liegt stets der halbe Be-

stand vor, da nach der DGL des logistischen Wachstums folgendes gilt:
Da f wachst, ist die Ableitung gré3er Null
f'=k -f-(S-f)>0.

Dadurch  erhalt man unter Anwendung der Produktregel
f()=g(x)-h(x) = F(x)=g'(x)-h(x)+g(x)-h'(x)* die zweite Ableitung

Fr=k-F(S—F)+k-f-(-F) bzw. =k f(S—2f).

Die notwendige Bedingung fur einen Wendepunkt ist, dass die 2. Ab-

leitung null ist:
f"=k-f-(S-2f)=0

Wenn einer der Faktoren null ist, ist das Ergebnis null. Daraus ergibt

sich die Bedingung S—2f =0, welche zu f :g fahrt.

Die hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Wendepunktes ist

der Vorzeichenwechsel.

Lvgl: [1]
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Far f<§ ist >0 und fur f>§ ist f'<0. Folglich liegt ein Vorzei-

chenwechsel von plus nach minus vor. Damit ist bewiesen, dass im

Wendepunkt stets der halbe Bestand vorliegt.

Das logistische Wachstum kommt unter anderem bei der Verbreitung
einer Innovation, wie z.B. des Automobils, bei vielen Wachstumsvor-

gangen in der Natur und der Verbreitung eines Geruchts oder Virus vor.

Wenn also ein Wachstum anfangs annédhernd exponentiell verlauft, folgt
daraus keineswegs, dass ein exponentielles Wachstum vorliegen muss.
Es kommt immer darauf an, ob das Wachstum durch irgendeine Bedin-
gung begrenzt ist. In der Realitat trifft das exponentielle Wachstum oft
nicht zu. Dies wurde beim Wachstum der Weltbevélkerung recht deut-
lich.

4 Aufgaben

LS (2001) S. 296 Nr.7
Aufgabenstellung: siehe Anhang

a)

Um die Ausbreitung dieser Grippe zu modellieren, geht man vom logi-
stischen Wachstum aus folgenden Grinden aus: Einerseits wird die
Grippe zur Zeit tum so haufiger an gesunde Indianer weitergegeben, je

gro3er die Anzahl K(t) der schon angesteckten Indianer ist. Diese An-

zahl nimmt also mit der Zeit zu. Sie kann maximal auf 5000 steigen.
Andererseits kann sich mit der Grippe nur eine bestimmte Anzahl von
Indianern anstecken, die noch gesund sind. Also sinkt die Wahrschein-
lichkeit, dass ein infizierter Indianer zu einem gewissen Zeitpunkt einen
Gesunden ansteckt, je mehr Indianer erkrankt sind. Dies liegt daran,
dass die Indianer zu dem Zeitpunkt ofter auf schon infizierte Indianer
treffen als auf gesunde. Die Anzahl der gesunden Indianer ist die Diffe-

renz von 5000 und der Anzahl K(t) der kranken Indianer. Die Zuwachs-
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rate (Anderungsrate) zur Zeit t ist demnach sowohl zum Bestand K(t)
als auch zum Sattigungsmanko 5000 - K(t) proportional. Dies rechtfer-

tigt die Annahme, dass ein logistisches Wachstum vorliegt.

b)

Maximal kénnen 5000 Indianer erkranken. Daraus folgt, dass die Satti-
gungsgrenze bei S=5000 liegt. Zum Zeitpunkt t=0 gab es einen er-
krankten. Daraus folgt: a=f(0)=1. Mit der DGL des logistischen Wachs-

tums

a-S ) .
und deren Losung f(t) = ergibt sich
g () a+(S—a)'e_5kt g
1-5000 5000

f(t) = _ |
(t) 1+ (5000 1) -& ™ ~ 11 (4999).¢ 00K

Nach 4 Wochen sind 300 Indianer infiziert. Daraus ergibt sich die Be-
dingung f(4) =300. Dies fuhrt zu
B 5000
1+4999. g 20000k -

Lost man diese Gleichung nach k auf, erhalt mank ~ 0,000288 .

Die gesuchte Funktion lautet also
K(t) 5000 5000

- 14 4999. g 50000,000288t ~ 1\ 190Q. -1 44t

Der Graph dieser Funktion sieht wie folgt aus:

siehe Anhang Material (4)

Um auszurechnen, nach welcher Zeit die Halfte der Stammesbewohner

erkrankt ist, rechnet man mit f(t) :;

http://www.eMath.de
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Daraus folgt die Gleichung S = S000 bzw.

2 1+4999.71*

5000

2500 = :
1+4999.-e

Daraus ergibt sich t=5,91.

Die Halfte des Stammes ist also nach ungefahr 6 Wochen erkrankt.

c)

2 Monate entsprechen ungefahr 9 Wochen. Also muss man mit der aus
Aufgabenteil b) berechneten Funktion K(t) den Wert fur 9 Wochen be-

rechnen.

K(9) 5000

T 144999 +#9

=4941,881

Dies entspricht einer durchschnittlichen Ansteckung von %:549

Indianern pro Woche.

LS (2001) S. 296 Nr.10

Aufgabenstellung: siehe Anhang

a)

Es liegen folgende Bedingungen vor:
f(0)=1250=a
f(4) = 6600
f(8) =17700
S =59000
Man nimmt den Ansatz Uber die Losung der Differentialgleichung des
logistischen Wachstums
3 a-S
a+(S—-a)-e
B 73750000
1250 +57750-e7%9¢

f(t)

i Daraus folgt

f(t)
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Aus der Bedingung f(4)=6600 folgt k ~0,00000746.
Aus der Bedingung f(8)=17700 folgt k ~0,00000633.

Daraus ergibt sich der gemittelte Wert fur k von 0,00000689.
Nun erh&lt man die gesuchte Funktion f mit

~ 73750000
1250+ 57750- %407t

Der Graph dieser Funktion sieht wie folgt aus:

f(t)

siehe Anhang Material (5)

b)

Um auszurechnen wie viele Roboter im Jahr 2005 im Betrieb sein wer-
den, rechnet man wie folgt:

73750000

F(29) = 5507577506 7%

=58895,52

Es werden also ca. 58900 Roboter im Betrieb sein.
Um zu bestimmen, in welchem Jahr 30000 Roboter im Betrieb sein

werden, verwendet man folgenden Ansatz und I6st diesen nach t auf.

73750000

30000 =
1250 +57750- %"

Damit ergibt sicht=9,508 .

Im Jahre 1989 werden also ungefahr 30000 Roboter in Betrieb sein.

c)

Vergleich:
Mit der aus Teilaufgabe a) erhaltenen Funktion f mit

~ 73750000
1250+ 5775074

f(t)

erhalt man die unten aufgefiihrte
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Wertetabelle fir die Jahre 1990 bis 1999:

Jahr Roboter laut | Tatsachliche
f(t) Roboter
1990 32936 28240
1991 38640 34140
1992 43676 39390
1993 47827 43715
1994 51058 48840
1995 53463 56175
1996 55194 66600
1997 56410 75625
1998 57250 85565
1999 57823 96100

Daraus ergeben sich die Graphen: siehe Anhang Material (6) und (7)

Wenn man beide Tabellen und Graphen miteinander vergleicht, fallt
auf, dass die vermeintliche Sattigungsgrenze von 59000 Industrierobo-
tern fur das Jahr 20xx, von der man im Jahre 1988 ausging, bereits im
Jahre 1996 uberschritten wurde. Besonders aufféllig ist, dass man ab
den neunziger Jahren von beschranktem Wachstum ausging.

Dies war aber in der Realitat anders. In den Jahren 1990 bis 1999 stieg
die Anzahl der Industrieroboter exponentiell an. Dieses Wachstum lasst

sich durch die Funktion f mit f(t)=c-a' genauer beschreiben. Aus der
gegebenen Tabelle erhalt man fur die Wachstumskonstante einen ge-
mittelten Wert von a=1,15. Daraus ergibt sich eine Funktion f mit

f(t) = 28240-1,15". Ein moglicher Grund dafiir, dass man 1988 von einer

Sattigungsgrenze ausging, die deutlich unter der bereits erreichten An-
zahl an Industrierobotern liegt, ware, dass man nicht mit der Wieder-
vereinigung Deutschlands gerechnet hat. Durch die Wiedervereinigung
wurde eine Vielzahl an neuen Robotern gebraucht. Ein weiterer mogli-

cher Grund ist, dass man nicht mit einem derartigen Erfolg der Roboter
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gerechnet hat. Man wusste vielleicht noch nicht, wo man sie Uberall
einsetzen kann.
LS (2001) S. 297 Nr.14

Aufgabenstellung: siehe Anhang

a)

Funktionsanpassung unter Annahme exponentiellen Wachstums.

Da man von exponentiellem Wachstum ausgeht ist der Ansatz y =c-e“

mit t>0 zu wahlen. Durch ungefahres Abschéatzen des Graphen Fig.3,

siehe Anhang, erhalt man folgende Wertetabelle:

t | 1991 | 1992 | 1993 1994 1995 1996 1997 1998

y | 10000 | 30000 | 100000 | 110000 | 200000 | 480000 | 700000 | 1100000

Um ein leichteres Rechnen mit diesen Werten zu erlangen, formt man
diese Daten um, in dem man das Jahr 1991 als t=0 deklariert und die
y-Werte durch 200000 dividiert.

t 0 1 2 3 4 5 6 7

y 0,05 0,1 0,5 0,6 1 2,4 3,5 5,5

ny) | 3 | 23 | 07 | 05| 0 | 09 | 1,3 | 1,7

Durch das Umrechnen In(y) =k-t+In(c) erkennt man, dass die gegebe-
nen Messpunkte in einem (t|In(y)) -Koordinatensystem n&herungsweise

auf einer Geraden mit der Steigung m und dem y-Achsenabschnitt b
liegen. Die Steigung m der Ausgleichsgeraden ist

m:1,7—(—3) :4,7 0,672
7 7

Der y-Achsenabschnitt liegt beib=-3. Die Gleichung der Ausgleichsge-

raden lautet also

y=mx+b
f(x)=0,672x-3

http://www.eMath.de


http://www.eMath.de

Hieraus folgt k=m=0,672 und c=¢e>=0,05

Somit erhalt man als Naherungsfunktion f mit

f(t)=0,05-¢%°

Der folgende Graph zeigt diese Funktion im Vergleich mit den original

Messdaten: siehe Anhang Material (8)
b)
Funktionsanpassung unter Annahme logistischen Wachstums.

Da man vom logistischen Wachstum mit der Funktion fder Form

3 a-S
a+(S-a)-e

f(t)

—« ausgeht, muss man die y-Werte zunachst einmal

umrechnen. Dies macht man wie folgt

y*=1In (__5]' Dabei sei die Sattigungsgrenze zunachst einmal
y

3000000. Da die Werte umgeformt wurden, um ein leichteres Rechnen

mit diesen Werten zu erlangen, muss man auch diese Sattigungsgren-

ze umformen. Daraus folgt le& Die sich daraus ergebene

200000
Sattigungsgrenze mit der man weiterrechnet ist S=15. Daraus ergibt

sich folgende Wertetabelle:

t 0 1 2 3 4 5 6 7
y 0,05 0,1 0,5 0,6 1 2,4 3,5 5,5
y* 3 2,3 0,7 0,5 -0,06 -1 -1,5 -2,2

Wenn man die Punkte in ein Koordinatensystem eintragt, erkennt man,
dass man eine Ausgleichsgerade konstruieren kann. Die Steigung m

der Ausgleichsgeraden muss m = —w =-0,743 betragen. Der y-

Achsenabschnitt liegt bei b=3. Daraus ergibt sich folgende Funktion fur
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die Ausgleichsgeradef(x)=-0,743x+3. Aus k= —% =0,0495 ergibt

sich die gesuchte Naherungsfunktion

0,75
f(t) = ’
® 0,05+14,95¢ %"

Man fluhrt diese Berechnung fur eine Sattigungsgrenze von 20 Millionen
durch, also umgerechnet S=100, und erhélt folgende Tabelle:

t 0 1 2 3 4 5 6 7
y 0,05 0,1 0,5 0,6 1 2,4 3,5 5,5
y* 3 2,3 0,69 0,5 -0,01 | -0,9 -1,3 | -1,76

Daraus ergibt sich durch die gleichen Rechenschritte folgende Né&he-

rungsfunktion

5
f(t) = .
®) 0,05+ 99,95¢ 2"

Die durch die Funktionsanpassung unter Annahme des exponentiellen
Wachstums hergeleitete Naherungsfunktion beschreibt das bisherige
Wachstum relativ gut, da aber die Anzahl der Einwohner Deutschlands
begrenzt ist, und somit auch die Anzahl der maximalen Internetrechner

Deutschlands, muss man vom logistischen Wachstum ausgehen.

c)

Dies ist die aktuelle Statistik der Internetrechner von 99-2003.1

t 1999 2000 2001 2002 2003
y 11200000 | 20100000 | 27300000 | 31800000 | 39000000

bzw.
t 8 9 10 11 12
56 100,5 136,5 159 195
y* -4,22 -4,99 -5,47 -5,76 -6,21
Lvgl.: [9]
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Der Graph mit allen Daten von 1991 bis 2003 sieht wie folgt aus:
siehe Anhang Material (9)

Laut einer Studie des Deutschen Instituts fur Wirtschaftsforschung
liegt die Sattigungsgrenze der Internetrechner in Deutschland bei
ungefahr 64 Millionen.® Wenn man also eine erneute Funkti-
onsanpassung fur das logistische Wachstum mit S=320 vornimmit,

erhalt man folgende N&herungsfunktion

- 16
0,05+ 319,95 0767t

f(t)

Die aktualisierte N&herungsfunktion, die sich durch die Funktionsan-

passung unter Annahme von exponentiellem Wachstum ergibt, lautet

f(t) =0,05.e%%%" .

5 Schluss

Anfangs fiel mir der Einstieg in dieses Thema relativ schwer. Es war ein
vollig neues Gebiet flr mich, in das ich mich erst mal hineinarbeiten
musste. Dies wurde zudem noch dadurch erschwert, dass ich nicht das
geeignete Material in Bibliotheken gefunden habe. Meine Materialre-
cherche bezog sich also fast ausschliel3lich auf das Internet. Leider
musste ich feststellen, dass man seine Quellen im Internet schon sehr
gut untersuchen muss, da ich bei meiner Recherche nicht nur einmal
auf falsche Informationen gestol3en bin. Schlussendlich bin ich aber
froh, dieses Thema bearbeitet zu haben, da ich jetzt in der Lage bin, ein
relativ haufig vorkommendes Wachstum genauer zu beschreiben und

ZUu untersuchen.

Lvgl: [10]
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6 Anhang

6.1 Materialien
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6.2 Aufgabenstellungen:

LS (2001) S. 296 Nr.7

Im tropischen Regenwald lebt isoliert ein 5000 Menschen zahlender

Indianerstamm. Einer seiner Bewohner wird unabsichtlich mit einer un-
gefahrlichen, aber sehr ansteckenden Grippe infiziert. Durch gegensei-
tige Ansteckung in den darauf folgenden Wochen z&hlt man nach 4
Wochen bereits 300 Kranke.

a) Um die Ausbreitung dieser Grippe zu modellieren, geht man von lo-
gistischem Wachstum der Anzahl K der Erkrankten aus. Was spricht fur
diese Annahme?

b) Bestimmen Sie den Funktionsterm K(t). Nach welcher Zeit ist die
Halfte der Stammesbewohner krank? Welche Bedeutung hat dieser
Zeitpunkt fur die weitere Ausbreitung der Krankheit?

c) Wie grol3 ist in den ersten 2 Monaten die mittlere Zunahme an Er-

krankten pro Woche?

LS (2001) S. 296 Nr.10
Die nebenstehende Grafik (Fig.3) zeigt die Anzahl der in Deutschland

ab 1980 installierten Industrieroboter.

a) Bestimmen Sie eine Funktion f, deren Graph den Verlauf der Grafik
maoglichst gut annahert.

b) Wie viele Roboter sind in diesem Modell im Jahr 2005 in Betrieb?
Wann werden 30000 Roboter installiert sein?

c) Vergleichen Sie lhre Ergebnisse mit neueren Statistischen Daten
(Fig.2)

Jahr Anzahl der
Industrieroboter
1990 | 28240
1991 | 34 140
1992 | 39390
1993 | 43715
1904 48 840
1995 56175
1996 | 66 600
1997 | 75625
1998 85565
19949 | 96 100

Institut der deutschen Wirt-

(Fig.2) schaft (Mai 2000)
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LS (2001) S. 297 Nr.14
Die Grafik (Fig.3) zeigt die Anzahl der Internetrechner in Deutschland
ab 1991.

a) Fuhren Sie unter der Annahme von exponentiellem Wachstum eine

Funktionsanpassung durch,

b) Fuhren Sie fur verschiedene Werte fir die Sattigungsgrenze S eine
Funktionsanpassung unter der Annahme eines logistischen Wachstums
aus.

c) Versuchen Sie zusatzliche Informationen zu finden, z.B. zur Satti-
gungsgrenze bzw. zur aktuellen Anzahl von Internetrechnern, und ver-

bessern Sie damit Ihre Funktionsanpassung.

1400000 7
~ 1200000 A
- | Anzahl
5 1 000000 + | der Internetrechner
L { in Deutschland
X 800000 4
=~ 600000 -
= 400000 -
<
200000 -
0 T I ] I i I I I I ] ] 1 I i  EE
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6.3 Denkanstol3: Wie viele Menschen ertréagt die Natur?

»Die Umweltbelastung hangt ab von den Faktoren Bevolkerungsdichte
(B), Ressourcenverbrauch pro Kopf (Konsumverhalten K) und Techno-
logie (mehr oder weniger umweltbelastende Technik T): U =B x K x T.
Je nachdem, wie viel wir konsumieren und wie umweltschonend die von
uns angewendete Technologie ist, ertragt die Erde mehr oder weniger
Menschen. Nach William Rees und Mathis Wackernagel ("Our Ecologi-
cal Footprint”, 1996) betragt die Flache von 06kologisch produktivem
Land weltweit rund 9 Mrd. ha. Bei einer Weltbevdlkerung von 6 Milliar-
den wirden demnach pro Person 1,5 ha zur Verfugung stehen. Der
Verbrauch ist aber sehr ungleich verteilt. Der "0kologische Fuf3abdruck"
eines Menschen (dabei wird der Energieverbrauch in die dafur bean-
spruchte Landflache umgerechnet) betragt bei einem durchschnittlichen
Lebensstandard wie in Indien 0,4 ha, bei einem europaischen Niveau 3-
4 ha, beim USA-Level 5,1 ha. Rees und Wackernagel weisen darauf
hin, dass der heutige weltweite (in Nord und Sid sehr unterschiedliche)
Ressourcenverbrauch die langfristige Tragfahigkeit der Erde bereits um
30% Ubersteigt. Wenn alle Menschen soviel verbrauchen wirden wie
die Amerikaner, brauchte es drei Erdbélle wie den unsrigen, um der
Nachfrage nach Ressourcen zu gentgen. Wenn man davon ausgeht,
dass jeder Mensch bei einem angemessenen, bescheidenen Lebensstil
etwa 2 - 3 ha ben¢étigt, dann hatten auf der Erde 3 bis maximal 4,5 Mrd.
Menschen Platz. Prof. Arthur A. Westing, Oslo, kam in einer 1990 er-
schienenen Studie zum Schluss, die Tragfahigkeit der Erde liege bei 2
Mrd. Menschen. 1994 kam die amerikanische Gesellschaft zur Forde-
rung der Wissenschaft zum gleichen Ergebnis. Auf &hnliche Resultate
kamen die amerikanischen Professoren Paul Ehrlich und David Pi-
mentel. Wie man auch rechnet, die heutige Zahl von 6 Mrd. Erdbewoh-
nern ist in jedem Fall zu hoch.“* Am 12.03.04 um 10:14:07 Uhr betrug
die Weltbevélkerungszahl 6,353708337 Milliarden Menschen.?

Yvgl: [12]
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